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Introduccion

esde hace aproximadamente una década en todo el

mundo se inicié un cambio en el proceso de ense-
flanza-aprendizaje de las matemaéticas: las tendencias ac-
tuales hablan de promover la participacion activa del
estudiante en su proceso de aprendizaje y hacer del pro-
fesor un facilitador de ese proceso. A pesar de los cam-
bios, muchos de los alumnos de las &reas de administracion
y ciencias sociales, alin muestran gran apatia hacia los cur-
sos de matematicas; sin embargo, cuando descubren que
son capaces de comprender y operar los objetos matema-
ticos, y al darse cuenta que realmente tienen una gran apli-
cacion en la vida diaria, su apatia se convierte en gusto.

Uno de los principales propésitos de este libro es pre-
cisamente ayudar a ese cambio de actitud de los estudian-
tes hacia las matematicas en beneficio de su aprendizaje;
por otra parte, actualmente entre las caracteristicas re-
queridas de un profesionista se encuentran el que sea au-
todidacta, que sea reflexivo, que cuente con una gran
capacidad para analizar y resolver problemas, que sepa
trabajar en equipo y que busque informacion, entre otras
aptitudes. Como consecuencia, identificamos que en la ac-
tualidad se requieren estrategias didacticas que, ademas
de proporcionar conocimiento matematico al alumno,
promuevan el desarrollo de habilidades y actitudes que
le den la formacion integral necesaria para enfrentar cur-
sos posteriores en su vida profesional.

A diferencia de cualquier otro libro de texto, éste se
desarroll6 para satisfacer esas necesidades actuales en la
educacion superior, ya que presenta una propuesta de
aprendizaje mediante la cual los estudiantes, a través de
una analisis reflexivo, participan activamente en la cons-
truccion de los principales conceptos del calculo para lo-
grar un aprendizaje significativo y perdurable, con un
énfasis especial en el desarrollo y la interpretacion de los
resultados, lo que fomentara el desarrollo de habilidades
y actitudes.

Propuesta metodoldgica

A continuacién presentamos nuestra propuesta metodo-
I6gica, cuya principal caracteristica es la participacion ac-
tiva del estudiante en su proceso de aprendizaje.

Cada uno de los temas de este texto esta desarrollado
de la siguiente manera:

Empezamos con la construccion del concepto mate-
matico a través del planteamiento de una situacién que da
solucién a un problema. Para ello proponemos una serie
de preguntas que deben resolver en clase los estudiantes

(con la ayuda del profesor) para que en forma natural
descubran o construyan el concepto.

De esta manera se promueve la participacion, la refle-
xion y el razonamiento de los estudiantes, la clase se de-
sarrolla en un ambiente mas activo y ameno, y ayuda al
profesor a cumplir con su rol de facilitador del aprendiza-
je de sus alumnos.

Después incluimos ejercicios resueltos, a los que lla-
mamos ejemplos, con el siguiente fin:

* Que el estudiante los consulte antes de la clase y llegue
aella con un avance para que su participacion sea mas
activa.

= Que los utilice después de la clase, para complementar
y reforzar su aprendizaje.

= Que el estudiante que no pudo asistir a clase tenga un
panorama del tema que se vio y de los diferentes tipos de
problemas que se resolvieron en ella. Aqui la sugerencia
es que el estudiante que se encuentre en esta situacion
asuma el reto de resolver los ejercicios propuestos, si-
guiendo la guia de preguntas que se proponen como
estrategia de solucion del problema.

Mas adelante proponemos una serie de problemas para
resolver en clase, a los que llamamos ejercicios, que incluyen
una secuencia didéctica basada en preguntas que guian al
estudiante hacia la solucion del problema. Esta etapa tam-
bién favorece la participacién activa del estudiante, la re-
flexion, el razonamiento y el desarrollo de habilidades
verbales, pues las respuestas a las preguntas deben ser re-
dactadas por el estudiante con sus propias palabras y no
ser una copia de lo que el profesor comente en clase o es-
criba en el pizarrén.

Ademas, fomenta una estructura de pensamiento pa-
ra solucionar problemas, lo que le sera de gran utilidad
en el transcurso de su vida.

Por altimo, ofrecemos una gran variedad de ejercicios
para practicar fuera del salén de clases; con la ventaja de
incluir la respuesta de todos los ejercicios y no sélo de los
pares o impares, como ocurre en la mayoria de los libros
de texto. De esta manera, el alumno puede revisar sus
respuestas y, en su caso, replantear el problema, lo que le
dard mayor confianza y seguridad tanto de sus capacida-
des como de su aprendizaje.

Al final del libro incluimos una seccién de anexos que
contiene algunas actividades que recomendamaos utilizar
durante el curso para hacer una clase mas activay enri-
guecedora. Algunas de estas actividades incluyen investi-

\Y/
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Vi ¢ Introduccion

gaciones con datos de la vida real en donde se utilizan los
conceptos aprendidos en clase para dar solucion a un pro-
blema o reflexionar sobre alguna situacion de nuestra vi-
da diaria. Entre las actividades se incluye lo siguiente:

- Hojas de trabajo que pueden ser utilizadas como un
reporte de lectura de un tema previo o posterior a la
clase, como una autoevaluacion de lo aprendido.

= Hojas de trabajo de practica que pueden utilizarse en
el salén de clases para fomentar el trabajo en equipo.

= Investigaciones para descubrir algiin concepto o para
conocer aplicaciones de la vida real relacionados con
los conceptos vistos en el curso.

Cabe mencionar que estas actividades son sélo una
muestra de lo que el profesor puede utilizar como apoyo
en su curso. Es conveniente que cada profesor disefie sus
propias actividades para complementar el curso, de mane-
ra que coincidan con situaciones de su comunidad, lo que
hara que sus clases sean mas amenas y enriquecedoras
para los estudiantes.

Algo que nos llena de orgullo es que la mayoria de los
problemas que abordamos en el texto corresponden a si-
tuaciones reales.

Contenido del libro

Este libro incluye los temas necesarios para un primer cur-
so de matematicas para administracion y ciencias sociales.
El material se divide en tres capitulos: EI concepto de fun-
cién, La derivada y Optimizacion de funciones.

En el primer capitulo analizamos los comportamientos
de algunas de las funciones més utilizadas en administra-
ciény ciencias sociales, a saber: lineal, potencia, exponen-
cial, logaritmica y polinomial, para luego abordar el
concepto mas importante del calculo: la derivada, y fina-
lizamos con aplicaciones de la derivada, resaltando el pa-
pel que ésta juega en la optimizacion de funciones.

Por tltimo cabe hacer notar que este texto es parte de un
proyecto més amplio que incluye otros temas: la integral,
funciones de varias variables, algunas series y algebra lineal;
temas que abordaremos en un segundo libro con el mismo
titulo.

www.FreeLibros.me



Mensaje para los profesores

sta propuesta metodoldgica tiene sus fundamentos en

teorias del aprendizaje propuestas por gente como
Piaget y Bruner, entre otros. También tomamos en cuen-
ta las actuales tendencias utilizadas en el proceso de en-
seflanza-aprendizaje, tales como la presentacién de los
conceptos a través de los enfoques geométrico, numérico
y algebraico, el uso de tecnologia y el énfasis en el plan-
teamiento de modelos e interpretacion de resultados.

Aqui presentamos las principales ideas de algunas de
las teorias de aprendizaje en las que se basa este libro.

Bruner afirma que los maestros deben proporcionar
situaciones problematicas que estimulen a los estudiantes
a descubrir por si mismos la estructura del material; para
él esto significa comprender los conceptos de tal manera
que les permita establecer relaciones significativas con di-
chos conceptos.

Otra de las menciones importantes de Bruner, es que
el aprendizaje logrado por medio de la estructuracion
tiende a ser permanente; situacion que todo profesor de-
sea en sus estudiantes, ya que es comun observar que
alumnos que tuvieron un gran desempefio en el primer
curso de matematicas, al llegar al siguiente curso no re-
cuerdan mucho de lo aprendido.

Bruner propone una estrategia inductiva que aliente
a los estudiantes a hacer especulaciones basadas en evi-
dencias incompletas y luego confirmarlas o desecharlas. El
organiza la clase de tal manera que los estudiantes apren-
den a través de su participacion activa. Asimismo, exhor-
ta a los profesores a enfrentar a los estudiantes con
problemas y a ayudarlos a buscar soluciones, no a darles
la solucion.

El método de Bruner, se resume en la siguiente de-
claracion:

“Introducir a alguien a una disciplina no es simplemen-
te cuestion de hacer que acumule los resultados en su me-

moria. Mas bien, es ensefiarle a participar en el proceso
gue hace posible el establecimiento del conocimiento”.

Piaget, por su parte, afirma que sus teorias de aprendi-
zaje tienen como premisa la participacion activa del alum-
no. Establece que los maestros deben estimular a los
estudiantes a aprender por medio de preguntas y reco-
mienda que al alumno se le permita interactuar con obje-
tos, con situaciones y con otros estudiantes, con lo que
pretende lograr un aprendizaje mas significativo y per-
manente que con las ideas adquiridas al memorizar un
material ordenado y presentado por otros.

Para Piaget, “La accion es el principal factor en el pro-
ceso de conocimiento”.

Sanchez afirma que para manejar un proceso de pen-
samiento de manera efectiva no es suficiente conocer y
comprender las funciones que definen el proceso, sino
gue es necesario practicar su aplicacion hasta lograr el
habito y la habilidad de usarlo en forma natural y espon-
tanea en una variedad de situaciones y contextos. Esto
significa que: “El desarrollo de habilidades para pensar
en términos de procesos requiere de un aprendizaje in-
terno y de una ejercitacion dirigida a promover la trans-
ferencia; logrado esto, los procesos de pensamiento son
herramientas que facilitan la toma de decisiones y con-
tribuyen a mejorar la capacidad para resolver problemas
y manejar el ambiente”.

Podemos observar que estos autores coinciden en la
importancia de hacer una clase en donde los estudiantes
tengan mas participacion; que se promueva la reflexion,
el analisis y el razonamiento; que el aprendizaje sea sig-
nificativo y que se les ayude a pensar, no a darles todo ya
hecho. Que es precisamente lo que buscamos en este libro.

Te invitamos a ser un profesor—facilitador del aprendi-
zaje de tus alumnos, siguiendo la metodologia que aqui
proponemos.

Vii
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Mensaje para los estudiantes

i eres de los estudiantes que ingresan a las carreras de

las areas de Administracion y Ciencias Sociales por
cualquiera de las siguientes razones:

No te gustan las matematicas.

Crees que no eres bueno para “mate”, porque siem-
pre se te han dificultado.

Piensas que en estas areas las matematicas no se utili-
zan mucho.

Piensas que una vez acreditados los cursos basicos de
matematicas, jamas volveras a necesitarlos.

Este libro puede ayudarte a cambiar tu actitud.

Nuestro principal objetivo es ayudarte en el proceso de
aprendizaje de los conceptos del célculo diferencial, que
son bésicos para tus cursos posteriores de especialidad.

Al hojear el libro, te daras cuenta que el desarrollo de
los temas y el planteamiento de los ejercicios es muy di-
ferente a cualquier otro libro de texto de matematicas.

Una de las principales diferencias es que algunos ejem-
plos y los ejercicios no siempre contienen toda la solu-
cion, sino que hay espacios para que junto con el profesor,
através de un proceso de reflexion, participes en la cons-
truccién de los conceptos y en la solucién de los proble-
mas; podriamos decir que éste es un libro interactivo en
donde se te va guiando en el proceso de pensamiento que

Viii

debes seguir para resolver un problema, para construir
un concepto o para obtener una definicion.

Esto es algo que todos los profesores, de una u otra for-
ma, llevamos a cabo en el aula, pero la mayoria de las ve-
ces lo hacemos de manera verbal y no queda nada escrito
para llevar a cabo un repaso y reforzar lo aprendido.

Sé parte del supuesto de que esta propuesta metodo-
I6gica —participacion activa, proceso de reflexién cons-
tante, escribirlo en tu propio lenguaje y el hecho de que
tu atencion puede estar completamente centrada en las
explicaciones del maestro y no en estar copiando lo que
escribe en el pizarron— favorece tu aprendizaje, ayuda a
que lo aprendido permanezca en tu memoria por mucho
mas tiempo, contribuye a mejorar tu capacidad para resol-
ver problemas y tomar decisiones, lo que te proporciona-
ré seguridad al momento de evaluar tus conocimientos.

Tu participacion activa, compromiso y responsabilidad
son factores claves para tener éxito en este proyecto.

Te invitamos a formar parte del grupo que opina que
las matemaéticas no son dificiles.

Esperamos que este material en verdad cumpla con su
objetivo, y te deseamos jmucho éxito!

Los autores
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Capitulo 1

Funciones, representacion
y analisis

1.1 Funcién

1.2 Funcion lineal

1.3 Funcién potencia
1.4  Funcién exponencial

1.5 Funcién exponencial con
base e

1.6 Funcion inversa
1.7 Funciones logaritmicas

1.8 Operaciones con
funciones

1.9 Efectos en la grafica de
una funcion al sumar,
restar o multiplicar una
constante

1.10 Funcién polinomial

1.11 Funciones racionales y
asintotas

n nuestra vida diaria, continuamente surgen situaciones en las cuales dos 0 mas cantidades se relacionan entre si
mediante alguna regla o patrén. Es ahi donde, sin darnos cuenta, estan presentes las matematicas, y lo mas sorpren-
dente es que aun sin conocerlas formalmente. .. jlas estamos utilizando!
Entre los muchos ejemplos de este tipo podemos mencionarte los siguientes:

> El costo de publicar en un periddico un aviso de venta de un auto depende del nimero de palabras que tiene el
texto publicado.

> El valor de las unidades de inversion (UDI’s) dependen del tiempo (dias), ya que éstas cambian diariamente.
> El costo del servicio telefénico depende de la cantidad de Ilamadas adicionales realizadas durante el mes.

Reconocer que en determinada situacion esta presente una funcién y poder establecer un modelo matematico que la
represente es de gran utilidad ya que con una formula podemos realizar una analisis de la situacion y hacer predicciones.

En este libro aprenderas a reconocer cuando una situacion de la vida real es, desde un punto de vista matematico,
una funcién.

Conoceras los tipos de funciones que mas aplicacion tienen en la vida diaria, y aprenderéas a reconocerlas y a plan-
tear su ecuacion.

En algunos de los ejercicios que se plantean (y resuelven) utilizamos datos reales con el fin de demostrar que en ver-
dad utilizamos las matematicas para resolver los problemas cotidianos de la vida real, y con ello aumentar la motiva-
cion por el aprendizaje de éstas.

www.FreeLibros.me




2 « Capitulo 1l = Funciones, representacion y analisis

1.1 FUNCION

Reflexiona y contesta las situaciones planteadas

1 Cuando hablas por celular, ¢de qué depende el costo de esa
llamada?

2 Un vendedor de autos tiene un sueldo fijo de $4000 por quin-
cena, y recibe una comisién por cada auto vendido.
¢De qué dependera su sueldo en la proxima quincena?

Si analizas las situaciones anteriores te daras cuenta de que en ambos casos existe una
relacion entre dos cantidades, y que una de las cantidades depende de la otra; en ma-
tematicas, para describir esa relacién, usamos un concepto que se llama funcion.

En nuestra vida diaria encontramos una infinidad de situaciones en las que iden-
tificamos una relacion entre dos cantidades que dependen una de la otra; sin embar-
go, NO toda relacién entre dos cantidades es una funcion (desde un punto de vista
matematico), hay una condicién que se debe cumplir; veamos en la siguiente definicién
de funcion cudl es esa condicion.

Decimos que la cantidad y estd en FUNCION de la cantidad x, si se cumple que ca-
da valor de x se relaciona con un UNICO valor dey.

A la cantidad y se le llama variable dependiente y a la cantidad x se le llama
variable independiente.

La forma de denotar esta relacién funcional es: y = f(x), que se lee como “‘y
esté en funcién de x” o “y depende de x”.

Se acostumbra utilizar la letra f para denotar una funcién, ya que es la letra mas re-
presentativa para el concepto; sin embargo, se puede utilizar cualquier letra para
denotarla.

Como comprobar si una relacion entre
dos cantidades o variables es una funcion

A REFLEXIONAR Para verificar si existe una relacion funcional entre dos cantidades o variables pode-

mos representar la situacion mediante diagramas, de la siguiente manera:

variable independiente variable dependiente
X y
Xq > Y
X2 M Y2
X3 > VY3
Ya

Debemos analizar los valores de x y de y, y comprobar que se cumple que cada
valor de x se relaciona con un dnico valor de y;

¢Esto se cumple?

www.FreeLibros.me



Seccion 1.1 e Funcién < 3

Observa que X, y X5 se relacionan con el mismo valor de y;; en este caso, la re-
lacion ¢es una funcion? ¢Por qué?

Cuando no es una funcién

Observa el siguiente diagrama

variable independiente variable dependiente

w t

La relacion entre estas dos cantidades ¢es una funcion?

¢Por qué?

Regla de la linea vertical: Otra forma de determinar si una relacion es una funcioén, es por medio de la re-
gla de la linea vertical, la cual consiste en trazar lineas verticales en la grafica de la fun-
cion. Si al trazar dichas lineas, TODAS cortan la grafica de la funcién en un solo
punto, entonces si es una funcioén, ya que cada valor de la variable independiente se re-
laciona con un anico valor de la variable dependiente. Si al menos una linea vertical
corta la grafica en 2 0 méas puntos, entonces no es una funcion, ya que la variable inde-
pendiente se estaria relacionando con més de un valor de la variable dependiente.

EJEMPLO 1 Indicasila gréfica dada corresponde a una funcion.

/;
=

|

Solucion  Observa que aqui la linea vertical toca la grafica en 2 puntos, por lo que NO cumple
con la condicién para ser funcién, ya que para una x hay 2 valores de y. I

www.FreeLibros.me



4 - Capitulol = Funciones, representacion y analisis

EJEMPLO 2

Solucién

Indica si la grafica dada corresponde a una funcion.

|
=N

|
N

|
N

L e

En esta grafica TODA linea vertical corta la grafica en un solo punto, por lo que a
cada x le corresponde un Gnico valor de y; por lo tanto, SI es una funcion. I

Dominio y rango de una funcién

El dominioy el rango de una funcion son conceptos relacionados con sus variables, vea-
mos como se definen.

Dominio:  Es el conjunto de todos los posibles valores de la variable independiente.

Rango o imagen: Es el conjunto de valores correspondientes a la variable depen-
diente.

El dominio y el rango de una funcién no necesariamente son valores numéricos, tam-
bién pueden representarse con un conjunto de palabras, el cual puede estar escrito por
enumeracion o por descripcion (mediante un enunciado), por ejemplo:

> Si la variable representa los meses del afio, los valores que puede tomar se
representan como el conjunto {enero, febrero, marzo, . . . diciembre}; tam-
bién pueden representarse mediante el enunciado {Todos los meses del afio}

> Si la variable representa colores de automavil, los valores que puede tomar
se representan como el conjunto {azul, gris, blanco, ...}

Cuando la variable representa algo real, por ejemplo: costos, tiempo, edad, altura, pre-
cio, etcétera, el conjunto de valores del dominio y del rango deben ser valores razona-
bles, de acuerdo con lo que la variable representa.

Como clasificar las variables

Las variables de una funcién pueden ser discretas o continuas.

e Sedice que una variable es discreta cuando sélo puede tomar valores aisla-
dos, es decir, sus valores pueden enumerarse; la forma de representarla es como
un conjunto de datos y se escribe de la siguiente forma: {todos los x, donde
x es un elemento del dominio}

Por ejemplo:

> Silavariable representa el nUmero de autos vendidos, los valores que pue-
de tomar se representan mediante el conjunto {x dondex =0,1,2,3,...}
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Secciéon 1.1 e Funcién < 5

> Si la variable representa el costo de envio de un paquete, los valores
que puede tomar son valores aislados, ya que éste se calcula por medio
de rangos de acuerdo con el peso del paquete; por ejemplo, si el peso es-
ta entre (0,3] kilos, el costo es de $5 y si el peso esta entre (3,6) kilos, el
costo es de $8.50, y asi sucesivamente; en este caso los valores que pue-
de tomar la variable costo, se representan mediante el conjunto {y donde
y =5,850,...}

e Se dice que una variable es continua, cuando puede tomar cualquier nime-
ro (incluso decimales y fracciones), en este caso sus valores NO se pueden
enumerar; la forma de representarla es con un intervalo, y se escribe de la si-
guiente forma:

x e (a,b)

Los extremos del intervalo pueden ser abiertos o cerrados, de acuerdo con lo
que la variable represente. Si los extremos estan incluidos, esto se denota con un in-
tervalo cerrado y los valores se colocan entre corchetes, por ejemplo [a, b]; si los extre-
mos no estan incluidos, esto se denota con un intervalo abierto y los valores se colocan
entre paréntesis, por ejemplo (a, b). Puede suceder que un extremo sea cerrado y el otro
abierto, por ejemplo, (a, b] o [a, b).

> Si, por ejemplo, una variable representa temperaturas, no necesariamente
deben ser niUmeros enteros o valores aislados, puede tomar valores de-
cimales, asi que el conjunto solucién puede denotarse con un intervalo,
por ejemplo,
Te(—5,48)
si consideramos las temperaturas maximas y minimas registradas en Monterrey, Nue-
vo Leon.

Como representar funciones

Las funciones pueden presentarse de diferentes formas, es importante que sepas iden-
tificar y trabajar con cada una de ellas, en este curso manejaremos tablas de datos, gra-
ficas y férmulas.

1°  Tablas de datos: En la primera linea colocamos los valores de la variable inde-
pendiente y en la segunda linea los de la variable dependiente. Por ejemplo,

x (variable independiente) | 1 2 3
y (variable dependiente) 1 4 9

2°  Graficas: Para graficar utilizaremos el plano X-Y.
En el eje horizontal dibujaremos los valores de la variable independiente y en el
eje vertical los de la variable dependiente. Por ejemplo,

Y variable
ependiente
5
1
variable
0 independiente
—10 =8 —6 4 -2 4 6 8 1012

=5
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6 < Capitulol = Funciones, representacion y analisis

EJEMPLO 3

Solucién

Al graficar una funcion en la que las variables son discretas, la grafica esta formada por
puntos aislados; sin embargo, es valido unir los puntos para identificar a qué tipo de fun-
cion se ajusta la gréafica; en las siguientes secciones estudiaremos los diferentes tipos
de funciones.
3°  Formulas: Son ecuaciones matematicas, en donde dejamos expresada la varia-
ble dependiente en términos de la variable independiente.

Por ejemploy = 2x — 5, y = 3-2% etcétera.

Analicemos la situacion planteada al inicio del capitulo:

El costo de una llamada por celular depende del tiempo, en minutos, que dure la
Illamada. Suponga que su celular esta inscrito en el Plan Amigo y tiene $100 de crédito
gue equivalen a 40 minutos de tiempo aire.

La relacién entre las variables ¢ es una funcién?

Lo primero que debemos hacer es verificar si se cumple la condicién para que la rela-
cién entre las dos cantidades sea funcidn. Para ello identificamos las variables, es de-
cir, cual es la independiente y cudl la dependiente, y seleccionamos la letra con la que
las vamos a representar (por lo general, se acostumbra utilizar la primera letra de la
palabra).

= Lavariable independiente es el tiempo que dura la llamada y la podemos re-
presentar con la letra t.

e Lavariable dependiente es el costo y lo podemos representar con la letra C.

Ahora debemos comprobar que se cumple la relaciéon uno a uno entre las varia-
bles, para lo que tenemos que elegir un valor de la variable independiente y relacio-
narlo con el valor correspondiente de la variable dependiente.

Consideremos una llamada que dura 5 minutos, el costo de esa llamada seria
$12.50; entonces relacionamos 5 con 12.50 y reflexionamos lo siguiente:

Para esa misma llamada de 5 minutos, ¢habra otro costo?, es decir, ¢puede tener
un costo con 2 0 mas valores diferentes?

Tomemos otro valor para t, por ejemplo 6 minutos. Esta llamada tendria un costo
de $15, ;es el Gnico valor posible?

Utilicemos diagramas para representar la situacién anterior y analizarla.

Debemos pensar en diferentes valores de la variable independiente t (inventar-
los), de tal manera que el valor que tomemos sea razonable con lo que la variable re-
presenta, y relacionarlos con su posible valor de la variable dependiente, que también
debe ser un valor razonable de acuerdo con el valor independiente con el que se rela-
ciona.

Es decir,
Tiempo (en minutos) Costo (en pesos)
5 > 12.50
6
6.20 > 15

Observa que para cada valor de tiempo hay un Unico valor de costo, por lo tan-
to, la relacién entre las variables es una funcién; no importaquet =6yt = 6.20 se re-
lacionen con el mismo valor de costos, eso no contradice la definicidon ya que se
relacionan solamente uno a uno.
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Dado que la situacion anterior es una funcion, podemos hablar del dominio y del
rango para la funcion.

Recuerda que los valores asignados al dominio y al rango deben ser valores razona-
bles de acuerdo con lo que la variable representa.

e EIl dominio para la funcion seria D = t € [0, 40], si consideramos a 0 como
una llamada sin contestar y a 40 como el tiempo maximo que se puede hablar
con una tarjeta de $100.

La variable es de tipo continua, ya que sus valores se representan en un in-
tervalo y puede tomar todos los valores intermedios.

e Elrango para la funcién es R = C € [0, 100] donde el 0y el 100 son los valo-
res correspondientes para el maximo y minimo en el dominio.
La variable es de tipo continua, ya que sus valores se representan en un in-
tervalo y puede tomar todos los valores intermedios.

En este caso las variables no pueden tomar valores negativos, pues no podemos hablar
de tiempos ni de costos negativos; considerando la situacién planteada, hay un valor
maximo a considerar en ambos casos.

Por ultimo, denotemos la funcién:

Dado que utilizamos la letra t para representar el tiempo que dura la llamada y
la letra C para representar el costo de la llamada, la notacion funcional quedaria ex-
presada como C = f(t) que se lee como el costo esta en funcion del tiempo o el costo
depende del tiempo.

EJEMPLO 4 Lasiguiente tabla muestra el consumo mensual de agua durante los meses de enero a

junio de 2003.
Mes enero | febrero marzo abril mayo junio
Consumo de
aguaen m® 20 17 20 19 22 21

La relacién entre las variables ¢es una funciéon?

Solucion  Observa que en cada mes hay un tnico valor de consumo; por lo tanto, la relacién es
una funcién. En este caso,

e Lavariable independiente es el mesy podemos representarlo con la letra m.

< Lavariable dependiente es el consumo mensual y podemos representarlo con
la letra C.

Dado que la relacion es una funcion, es posible hablar del dominio y del rango
para la funcién.

e El dominio de la funcion es D = {enero, febrero, marzo, abril, mayo, junio}.
La variable es de tipo discreta, ya que s6lo toma valores aislados.

e Elrango de la funcion es R = {17, 19, 20, 21, 22}, el cual contiene los valores
correspondientes al consumo mensual; éstos deben escribirse en orden creciente
y, si algun valor se repite, solo se escribe una vez. La variable es de tipo dis-
creta, pues solamente toma valores aislados.
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iA TRABAJAR!

Por ultimo, denotemos la funcién:

Dado que utilizamos la letra m para representar el mes y la letra C para repre-
sentar el consumo mensual, la notacion funcional quedaria expresada como C = f(m),
que se lee como el consumo esta en funcion del mes o el consumo depende del mes.

[

EJERCICIO 1

Solucion

Conclusion

En los ejercicios 1,2 y 3, determina si la relacion entre las variables del enunciado es
una funcién. Si cumple con ser funcién dar el dominio, el rango y clasificar a las varia-
bles como discreta o continua.

El costo (expresado en dinero) de enviar por correo un paquete, depende de su peso
(expresado en gramos).

a) Larelacion entre las variables del enunciado, ¢es una funcion?

b) Proporciona el dominioy el rango, y clasifica las variables como discretas o
continuas.

a) ldentifica las variables.

Independiente = y Dependiente =

Define las variables (con qué letra las vas a representar).

Independiente = y Dependiente =

Utiliza diagramas para comprobar si una variable independiente se relaciona con
una Unica variable dependiente.

¢es funcion? ¢Por qué?

Dominio (valores de la variable independiente)

La variable es D Discreta D Continua

Rango (valores de la variable dependiente)

La variable es D Discreta D Continua

b) ¢Como se denota la funcion?
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EJERCICIO 2

Solucidn

Conclusion

EJERCICIO 3

Solucidon

Secciéon 1.1 e Funcién = 9

Supongamos que la temperatura, en °C, depende del mes del afio en que estemos.
La relacion entre las variables del enunciado, ¢ representa una funcién?

Identifica las variables.

Independiente = y Dependiente =

Define las variables (con qué letra las vas a representar).

Independiente = y Dependiente =

Utiliza diagramas para comprobar si una variable independiente se relaciona
con una Unica variable dependiente.

¢es funcion? ¢Por qué?

Supongamos que en el enunciado anterior escribimos temperatura maxima.

a) ¢Larelacion representa una funcion?

Identifica las variables.

Independiente = y Dependiente =
Define las variables (con qué letra las vas a representar).

Independiente = y Dependiente =

Utiliza diagramas para comprobar si una variable independiente se relaciona
con una Unica variable dependiente.
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a)

b) Proporciona el dominioy el rango, y clasifica las variables como discretas o

c) ¢Coémo se denota la funcion?

continuas.

Dominio (valores de la variable independiente)

La variable es

Rango (valores de la variable dependiente)

La variable es

D Discreta D Continua

D Discreta D Continua

EJERCICIO 4 Lasiguiente grafica muestra una funcion que da las ventas en una agencia de autos en
los meses de enero-diciembre de un cierto afio

Contesta lo que se indica con respecto a la situacién planteada

a)

ant|

idad de autos vendidos

b)

©)

d)

e)

—
—
—
—

f)

es d

el 3

5

12

Enero

Febrero

Marzo
Abril

Mayo

Junio

Julio
Agosto
Septiembre
Octubre

EJERCICIO 5

Conclusion

EJERCICIO 6

Noviembre
Diciembre

9)

¢ Qué representa la variable independiente?

¢ QuEé representa la variable dependiente?

¢En qué periodo las ventas fueron disminuyendo?
¢En qué mes no hubo ventas?

¢Cual fue el comportamiento de las ventas en los primeros tres
meses del afio

¢En qué periodos las ventas fueron aumentando?

y

De los 2 periodos en que las ventas fueron aumentando ¢hay
alguno que sea mejor que otro?

¢ Cual periodo? ¢Por qué es mejor?

La relacién entre las cantidades de la siguiente tabla, ¢es una funcién? Justifica tu res-

puesta.
T -2 =1 0 1 2
S 4 1 0 1 4
¢Es funcion? ¢Por qué?

¢Cual de las siguientes graficas corresponde a una funcion? Justifica.

y

B3

¢Es una funciéon?
¢Por qué?
¢ Cual es el dominio de la funcion?

¢Cudl es el rango de la funcion?
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Conjunto de egjercicios 1.1 = 11

b)

=)

¢Es una funcion?

¢Por qué?

En los ejercicios del 1 al 18 indica si la relacion entre las cantidades
es una funcion; si lo es, indica su dominio, rango y si las variables son
discretas o continuas.

10.

-1 ]/0 | 1
yl-1/2 0 | 1/2

14 | 21 | 28

n 1980 1983 1987 1989
I | 40,000 | 23,000 | 3,500 | 16,000

La estatura que debe tener un nifio depende de su edad
(medida cada afo). Considera la edad del nifio desde re-
cién nacido hasta 10 afios de edad.

Los Grupos de Matematicas | y profesores de Matemati-
cas I. Supén que el grupo depende del maestro.

Alumnos de Matematicas | (especificamente los de este
grupo) y dia de cumpleafios. Supén que la fecha de cum-
pleafos depende del alumno.

Alumnos de Matematicas | (especificamente los de este
grupo) y fecha de cumpleafios. Supén que el alumno de-
pende de la fecha de cumpleafios.

Los idiomas en que se pueden inscribir los alumnos de un
colegio depende del alumno.

Maestros del departamento de matematicas y nimero de
libros que tiene el maestro. Sup6n que el nimero de libros
depende del maestro.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

La calificacion que obtienen los alumnos de matematicas
depende del nimero de horas que invierten en estudiar.

Numero de becarios asignados a los maestros del colegio
X'y maestros del departamento de matemaéticas. Supon que
el maestro depende del nimero de becarios asignados.

Alumnos de la clase de Matemticas | y cantidad de compu-
tadoras portatiles de cada alumno. Supon que la cantidad
de computadoras portatiles depende del alumno.

Maestro del colegio X y niumero de computadoras por
maestro. Supon que el nimero de computadoras depende
del maestro.

La produccién de maiz en una empresa depende (Pro-
duccion Max 50 ton) del nimero de trabajadores.

El costo de la siembra (Méx $200,000) depende de los kg
de semillas utilizada. (Méax. 50 kg)

Los litros de gasolina que gasta diariamente un automovil
(max. 35 litros) depende de los kilémetros recorridos

Los litros de agua que se gastan en un centro de lavado de
autos depende del tamafio del auto (chico, mediano y
grande

Graficas y funciones.

19.

a)

¢Cudl de las siguientes gréficas representa una funcién?
Explica tu respuesta.

54 -3 -2 -1/10 1 2
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b b y
) ) N
2
1
- - : ; 75 / X
4
I
I
I
I
——————— —4
c)
c)
2
1
0
2 2
—1
-5 —4 -3 -2 -1 Jo 1 2 3
d)
d)
4
3
2
1
0
—4 -3 S 2 3 4 6
~1
. e) y
4
e)
4
X
3 —15 -1 1| 1s
2
1
0
14 —13—-12—11-10 -9 -8 —7 —6 — 321 |01
—1 —4
-2
f)

20. Determina el dominio y el rango de cada una de las si-
guientes funciones.

a) v

www.FreeLibros.me



Resuelve los siguientes ejercicios.

21.

22.

23.

Las perspectivas del Banco de México indican que la eco-
nomia, en 2003, tuvo el siguiente comportamiento: un ini-
cio promisorio; luego, entre abril y septiembre, la situacion
se descompuso, y, finalmente, en el Gltimo trimestre, la si-
tuacién mejoro sustancialmente. Dibuja una posible gra-
fica del comportamiento de la economia en el afio 2003.
(Fuente: EI Norte, 29 de enero de 2004). Nota: Promisorio =
que va en aumento

La siguiente grafica muestra el nimero de empresas in-
dustriales en Nuevo Le6n durante los primeros 10 meses
del afio 2003. (Fuente: EI Norte, 29 de enero de 2004). (a)
¢ Qué representa la variable independiente y la variable
dependiente? (b) ¢ En qué mes se registré el mayor nimero
de empresas industriales y cuantas fueron?, c) ¢En qué
mes se registrd el menor nimero de empresas industriales
y cuéntas fueron?

Saldo negro...

En los primeros 10 meses de 2003,
el nimero de empresas industriales
bajé en NL. (NGmero de industrias
de la transformacion en el estado).

\

10,427

/ Ene 03 1

\
\

10,184 ﬂ\\
Oct 03 :W—>

Fuente: IMSS.

La siguiente informacion indica el avance de la Epidemia
SARS, en el mundo en el periodo noviembre 2002-mayo
2003. Dibuja una posible grafica del nimero de casos con-
tra tiempo. (Fuente: Selecciones del Reader’s Digest, agos-
to de 2003).

AVANCE DE LA EPIDEMIA

16 de noviembre de 2002: Se registra el primer caso de
SARS en la provincia de Guangdong, China.

Principios de marzo de 2003: La enfermedad se propaga
a Hong Kong, Canada, Singapur y Vietnam.

26 de marzo de 2003: Hasta el 28 de febrero se habian
contabilizado 792 casos y 31 muertes en Guangdong.

Conjunto de egjercicios 1.1 = 13

11 de abril de 2003: Se informa de 2890 casos (de los cua-
les 1309 se registraron en China, 1059 en Hong Kong y
133 en Singapur) y 116 decesos.

22 de abril de 2003: En China han ocurrido 2000 casos y
92 muertes, y se registran 5 casos nuevos de infeccion por
hora. La epidemia avanza en Canada, donde se registran
304 casos. Hay un total de cuatro 4500 casos confirmados
en todo el mundo.

1 de mayo de 2003: 5220 casos y 329 fallecimientos regis-
trados en 28 paises.

24,

25.

v o5 0 ———=Z

Dada la siguiente grafica que muestra la tasa de crecimien-
to de la poblacion desde 1895 a 1995. (a) ¢ Qué represen-
ta la variable independiente y la variable dependiente?
(b) identifica ¢en qué periodo (de afos) se obtuvo la tasa
mas baja y cual fue esta?, (c) ¢en que periodo (de afios) se
obtuvo la mas alta y cual fue?. (INEGI, XII Censo Gene-
ral de Poblacion y vivienda 2000)

Tasa de crecimiento de la poblacion 1895-1995

0 — ® -3 0 0 1 O T
—
)

1 L 1 1 L 1 1 1 1 1 1
1895-1900-1910-1921-1930-1940-1950-1960-1970-1980-1990-
1900 1910 1921 1930 1940 1950 1960 1970 1980 1990 1995

A partir de los datos mostrados en la siguiente grafica pu-
blicada por el INEGI. (INEGI, XII Censo General de
Poblacion y vivienda 2000). (a) ¢ Qué representa la varia-
ble independiente y la variable dependiente?, (b) ¢En que
periodo la poblacion disminuy6?

Poblacién total 1895-1995

100 -
90
80 o
70 4
60 A
50 A
40 4
30
20
104

o0
=
i

u«:

=

[}

)

19.
12.6 13.6 15:2 143 16.6 =3

0 T T T T T T T T T T
18951900 1910 1921 19301940 1950 1960 1970 1980 1990 1995
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26. Observay describe el comportamiento entre la produccion 28. Con base en los datos que ofrece la siguiente grafica. (a)
manufactureray la maquiladora que se muestra en la siguien- ¢cémo podemos interpretar la desnutricién en los paises
te grafica. (Fuente: http://www.revistapoder.com/NR/ desarrollados?, (b) De continuar esta tendencia ;Qué

exeres/A57A9278 _BBEE-438F-A6DB-F970352B8BES.htm). comportamiento se espera en la desnutricion después del
1. La apuesta a la maquila

! 1 » ) ) afio 20307?. (Fuente://http://www.revistapoder.com/NR/
El desarrollo industrial de México se concentro en [a maquila. exeres/8B2A39C6-21CE-48C6-9467-3A410766AE46.htm).
— Produccién/Manufacturera sin mag. Produccién/Magquiladora

280 Var. porcentual anual (1993=100) Millones de personas —O— % de la poblacién
240 VAb 1000 25
200 £ 800 20
—160 2 &
W & 600 +— 15 &
120 W 3 B
— i o
~80 ? 400 10 %_,
[ TS S Vo B o R N o B © ) B = S B o\ | K=} Q.
3835888388 Z 200 - —+5 S
e 2 g 2 g2 2 2 22 =
w w oW oW ow !.LI W W ow ow
FUENTE: ELABORACION PROPIA CON DATOS 0 } } } 0
DE INEGI'Y CENSUS BUREAU, EUA. 1990—-1992 1997-1999 2015 2030

FUENTE: FAO (ORGANIZACION PARA LA AGRICULTURA
Y LA ALIMENTACION, ONU).

29. Por medio de un graficador determina si las siguientes
ecuaciones corresponden a una funcion.

27. Lasiguiente grafica muestra los efectos de la oferta labo-
ral en nuestro pais debido a la desaceleracion industrial
en Estados Unidos. Describe el comportamiento de Jun-01
a Mar-02. (Fuente://http://www.revistapoder.com/NR/exe-
res/A57A9278-B8EE-438F-A6DB F9703520B8ES5.htm).

a) x—4y +y*=0
—— Establecimientos de maquila

3800 x3/2 4 3x3
3700 /_/-/\\ by y="75
3600

Q) y= VX +ad

3500 /
/

1
//

3400 ) )
J d) 16(y — 2)? + 25(x — 5)% = 400
3300 \/
3200cn +—+ :c:: +—+ :F:' +—+—+ <\:| + X3/2 +3X3
28332888383 38¢28 e y="5
Scaod8sadigsadid
S350 =23H0=>380=3
FUENTE: BASADA EN DATOS DE INEGI.

1.2 FUNCION LINEAL

El calculo es una rama de las matematicas que estudia el cambio.

Si miramos a nuestro alrededor nos damos cuenta de que todo
cambia, la poblacién, el nivel de contaminacién, la economia, la
inflacion, la temperatura, también nosotros cambiamos, nuestra
edad, estatura, peso, etcétera; por esta razon el ser humano se
interesa en medir el cambio.

Reflexiona sobre como mides el cambio.
Supongamos que actualmente mides 1.80 m de estatura y pesas 65.30 kg, y que hace
10 afios tenias una estatura de 1.45 m, mientras que tu peso era de 44 kg.
¢Cuanto ha cambiado tu estatura de 10 afios a la fecha?
¢Cuanto cambid tu peso en ese tiempo?

¢ Qué hiciste para obtener los valores anteriores?

Si se tratara de cualquier otra cantidad, ¢harias la misma operacién para obte-
ner el cambio en un cierto periodo?

En matematicas, al igual que en otras ramas de la ciencia, se utilizan simbolos especia-
les para denotar algunos conceptos; tal es el caso del cambio, que para denotarlo se uti-
liza el simbolo A que corresponde a la letra “delta” mayuscula del alfabeto griego (que
es equivalente a la letra “D” del abecedario romano); asi que si la estatura la denota-
mos con la letra e entonces el simbolo Ae representaria el cambio en la estatura.
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Seccién 1.2 < Funciéon lineal < 15

¢Como denotarias el cambio en el peso? , 'Y ¢el cambio en el
tiempo?

Es obvio que la estatura de una persona cambia paulatinamente, por lo que se-
ria bueno calcular cuanto creciste por afio durante los Gltimos 10. ;Qué harias para ob-
tener esta informacion?

¢ Cuanto creciste por afio?

En matematicas, a este nimero se le llama razén promedio de cambio o cambio

promedio de la estatura, y se denota por i—?.

Encuentra el cambio promedio del peso en el periodo de 10 afios

Ap _
At

En resumen, para obtener el cambio (absoluto) de una cantidad “y”, en un intervalo de
tiempo [a, b], el valor de dicha cantidad en el tiempo b, se le resta el valor que ésta te-
nia en el tiempo a, es decir

Cambioeny = Ay =y, — vy,

cy 7

y para obtener el cambio promedio de una cantidad “y” en un intervalo de tiempo

[TNEL

[a, b], se divide el cambio en “y” entre el cambio en el tiempo, es decir

. . wm AY Y,y cambio en la variable dependiente
Cambio promedio de “y” = 74 = t,—t, _ cambio en lavariable independiente

Obtener el cambio promedio en un intervalo [a, b] es equivalente a obtener la pendien-
te de la linea que une los puntos (t;, y1) Y (t,, ¥»). En lo sucesivo, llamaremos pendiente
al cambio promedio.

La razén por la que se estudia el cambio y el cambio promedio es porque pro-
porcionan informacion acerca del comportamiento de los valores de una variable y
con base en esto se pueden analizar situaciones para tomar decisiones.

En matematicas también se emplea el cambio y el cambio promedio para clasi-
ficar funciones, por ejemplo, cuando una funcion tiene un cambio promedio constante
para cualquier periodo que se analice, ésta recibe el nombre de funcion lineal.

Cémo reconocer una funcioén lineal

Las funciones lineales se caracterizan por tener un cambio promedio (una pendien-
te) constante; es decir, para cualquier par de puntos que se analicen, el cambio prome-
dio siempre sera el mismo.

El cambio promedio (la pendiente) puede ser positivo, si los valores de la fun-
cién aumentan, o negativo, si los valores de la funcion disminuyen.

El simbolo que se utiliza para denotar la pendiente es la letra m. Como el cam-
bio promedio y la pendiente son conceptos equivalentes, entonces concluimos que

m = % por lo que en adelante también utilizaremos la letra m para denotar al cam-
bio promedio.

www.FreeLibros.me



16 = Capitulol = Funciones, representacion y analisis

EJEMPLO 1

Solucion

EJEMPLO 2

Solucion

Determina si la siguiente funcion, expresada en una tabla de valores, es lineal.

05| 7 (19
3 13|23 |33

Para determinar si es lineal tenemos que encontrar el cambio promedio (la pendien-

te) para cada par de puntos consecutivos, es decir, entre los puntos (0, 3) y (5, 13), el

13—-3

cambio promedio es: m = 0 - 2 y entre los puntos (5, 13) y (7, 23), el cambio

promedio es: m = % = 5 no hay necesidad de continuar buscando los cambios
promedio para los demds puntos, ya que de aqui podemos concluir que la funcion no
es lineal porque el cambio promedio (la pendiente) para estos dos pares de puntos no es

el mismo.
i

Determina si la siguiente funcion, expresada en una tabla de valores, es lineal.

-1] 0 3 5 9
55| 7 | 115|145 205

De nuevo, para determinar si es lineal hay que encontrar el cambio promedio (la pen-
diente) para cada par de puntos consecutivos, es decir, entre los puntos (—1,5.5) y
(0, 7), el cambio promedio es: m = 07__7(5?_) =15

Entre los puntos (0, 7) y (3, 11.5) el cambio promedio es: m = % =15
El hecho de que en dos pares de puntos el cambio promedio sea el mismo, no im-
plica que la funcion sea lineal; tenemos que verificar que la pendiente sea constante pa-

ra todas las parejas dadas en la tabla.

Entre los puntos (3, 11.5) y (5, 14.5), la pendiente esm = % =15

Entre los puntos (5, 14.5) y (9, 20.5), la pendiente esm = % =15

Como el cambio promedio (la pendiente) es constante para todo par de puntos,
concluimos que la funcién dada es lineal. I

Observa que aunque los valores de x y y no aumentan en forma constante, podemos
decir que la funcién se ajusta a un modelo lineal, ya que si aumentan en forma propor-
cional de un punto a otro; es decir, obtuvimos que el cambio promedio es de 1.5. Este
representa el cambio de y por cada unidad de x; también observa que del segundo al
tercer punto la x aument6 3 unidades; ahora observa cudnto aumenté la y del segun-
do al tercer punto: aumentoé en tres veces el cambio promedio, es decir, aumenté 4.5
unidades; lo mismo ocurre en los demas puntos, el aumento para x y y en puntos con-
secutivos se da en la misma proporcién. Al ser un cambio proporcional podemos ase-
gurar que es una funcion lineal.

Ecuacion de una funcion lineal

En la seccién anterior mencionamos que podemos representar una funcion por medio
de una tabla de valores como una grafica o como una formula.
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Para encontrar una férmula que describa una funcién lineal, podemos aprovechar
el hecho de que el cambio promedio es constante.

Retomemos el ejemplo anterior, donde m = 1.5y, sabemos quesix =0y =7
(observa la tabla de datos anterior).

Expresaremos cada uno de los puntos de la tabla anterior en términos del cam-
bio promedio m = 1.5y del punto (0, 7), que es la interseccién con el eje y.

Para x = 3, el valor de y esy = 11.5, este valor lo podemos escribir como
115=7 + 1.5(3).

Para x = 5, el valor de y es y = 14.5, este valor lo podemos escribir como
145 =7+ 15 (5).

Para x = 9, el valor de y es y = 20.5, este valor lo podemos escribir como
205=7+15(9).
Por ultimo, este comportamiento también se cumple para x = —1, ya que en es-
te caso se tiene que
y=7+15(-1)
Podemos resumir el andlisis anterior en la siguiente tabla:

x=-1 y=7+15(-1)
x=0 y=7+15(0)
x=3 y=7+15(3)
Xx=5 y=7+15(5)
X=9 y=7+15(9)
Por tanto, concluimos que para un valor cualquiera de x, la ecuacién para esta fun-
cionlinealesy = 7 + 15X
—— ——
Valor de 'y Cambio

cuandox =0 promedio
(pendiente)

Al generalizar lo anterior tenemos que:
La ecuacién de una funcion lineal es de la forma

donde m representa el cambio promedio de la funcién (conocida como pendiente) y
b es la interseccion con el eje y (el valor de y cuando x = 0).
Para obtener la ecuacion utilizaremos la forma punto-pendiente

’ Y = Y1=m(X = Xy) ‘

donde m es la pendiente (cambio promedio en la funcién con respecto a x) y (X3, Y1)
es un punto de la funcién.
Si no conocemos la pendiente, podemos obtenerla con la formula

donde (X4,Y1) Y (X5, ¥») son dos puntos de la funcién. Observa que la formula de la pen-
diente es la division del cambio en y entre el cambio en x.

Grafica de una funcioén lineal

La gréfica de una funcion lineal es una linea recta que puede ser creciente, decreciente, u
horizontal, dependiendo de cémo sea la pendiente. Para la funciény = mx + b:
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> Silapendiente es positiva = la funcidn es creciente y su gréfica quedaria como:

y

> Si la pendiente es negativa = la funcidn es decreciente y su gréfica queda-
ria como:

> Si la pendiente es cero = la funcidn es constante y su grafica quedaria co-
mo una recta horizontal que puede estar arriba o abajo del eje x. La ecua-
cion esde laformay = a.

> Las rectas cuyas gréaficas son verticales no son funciones, ya que en ese caso
su ecuacion seria de la forma x = a, lo que significa que para un solo valor
de x, el valor de y puede ser cualquier valor.

y

EJEMPLO 3 Supongamos que tienes $3600 para comprar pantalones y camisas. Si cada pantalon
cuesta $600 y cada camisa cuesta $400:
a) Plantea la ecuacion que representa el nimero total de camisas y pantalones
gue puedes comprar con $3600.
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Solucion  Sirepresentamos con la letra C la cantidad de camisas que puedes comprar, y con la

- ¥

SN
|

!

letra P la cantidad de pantalones que puedes comprar, la ecuacion que representa el
total de camisas y pantalones que puedes comprar con $3600 quedaria como:

400C + 600P = 3600

b) Si compraste 4 pantalones ¢cuantas camisas puedes comprar? Utiliza la ecuacion.
Al sustituir P = 4 en la ecuacién anterior obtenemos
400C + 600(4) = 3600

Al despejar obtenemos que:

- -, —_ - -
C= 3600 — 600(4) 40300 4 ,y al efectuar la operacion nos queda C = 3, es decir, si ya com-

praste 4 pantalones, con lo que te queda de dinero puedes comprar 3 camisas.
¢) Dibuja la ecuacion.

Para dibujar la ecuacién, planteamos una tabla de datos y buscamos las intersecciones
con los ejes, éstas se obtienen al sustituir por cero cada una de las variables de la ecuacion

400C + 600P = 3600

En la ecuacion sustituimos P = 0y al despejar, obtenemos que C = 9y,si en la
ecuacion sustituimos C = 0, al despejar obtenemos que P = 6.

Escribimos estos dos puntos en una tabla de datos, en este caso cualquiera de las
2 variables puede considerarse como dependiente o independiente, ya que esto va a de-
pender de la variable que decidamos despejar en la ecuacion; es decir, si en la ecuacion
de la solucién del inciso a), despejamos C en términos de P, entonces C es la

dependiente y P la independiente, y viceversa. Al hacerlo de esa forma, la ecuacion es

_ 3600 600P S ~_o._ 3D
=700 — 400 Y al simplificar obtenemos: C = 9 2 la cual corresponde a una

funcion lineal con cambio promedio m = — %y b=09.

La tabla de valores queda expresada como:

P 0 6
C 9 0

Dibujamos los puntos y los unimos para trazar la grafica de la funcion.

C (niimero de camisas)

01 2 3 4 5N6 7 8 9

P
(ntimero de pantalones)
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iA TRABAJAR!

Las intersecciones con los ejes representan el nimero maximo de camisas o pantalo-
nes que puedes comprar con todo el dinero disponible.

20 d) Enunasuper promocion de fin de tempora-
da, todo esta rebajado al 50%. ; Como afec-
ta a la gréafica?

2 14 16 18 20 22

Si tanto las camisas como los pantalones tienen un descuento de 50%, entonces
la cantidad que puedes comprar de ambas cosas se duplicard; observa las dos graficas
anteriores.

La grafica | representa la situacion inicial, y la grafica P representa la situacion
planteada en este Ultimo inciso.

Observa como se duplican las intersecciones con el eje y y el eje X; sin embargo,
sus pendientes siguen siendo iguales.

A estas rectas se les llama paralelas.

EJERCICIO 1

Solucién

Determina si la funcién dada en la tabla es lineal. Si lo es, proporciona su ecuacion.

1 6 11 16
—2.38 | —0.88 | 0.62 | 2.12

a) ¢Es una funcioén lineal? ¢Por qué?

b) La ecuacion a obtener es de la forma

¢ Qué datos necesitas para plantear la ecuacién?

¢Cual es el cambio promedio (la pendiente) de la funcién?

¢Como obtienes b (el corte con el gje y)?

Encuentra el valor de b.

Por ultimo, la ecuacion queda expresada como:
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EJERCICIO 2 Supongamos que queremos contratar una linea telefénica y que al solicitar informes
en dos compaiiias de la localidad obtuvimos los siguientes costos:

e Opciodn 1: Renta mensual $157.25 con derecho a 100 llamadas y $1.47 por cada
Illamada adicional.

* Opcion 2: Renta mensual $156.55 con derecho a 100 llamadas y $1.48 por cada
Ilamada adicional.

a) En cada una de las opciones, plantea una formula para el pago mensual en fun-
cion del niumero de llamadas.

Solucion  Define variables: Pago mensual Nuamero de llamadas adicionales
Funcién 1
Funcion 2
¢Las funciones planteadas son lineales? ¢Por qué?

b) Dibuja las dos funciones en los mismos ejes. Recuerda
que es importante escribir en cada eje la variable que
estas midiendo

c) ¢Con qué numero de llamadas el pago mensual es el

oo mismo en las dos opciones?

1400,

300,

¢ Qué ecuacion debes plantear para contestar la pregunta?
100;

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450'

Encuentra el nimero de llamadas.

EJERCICIO 3 Una laptop de $15,684 se deprecia a $7359 en 4 afios. Si la depreciacion es lineal:
a) Obtén la formula que arroje el valor de la laptop en funcién del tiempo.

Solucion  Laecuacion es de la forma:

Si V esel valor de la laptop y t es el tiempo ¢cémo queda expresada la ecuacion?

Describe, en forma verbal, cémo harias para obtener el cambio promedio (la pendien-
te m):

El valor del cambio promedio (la pendiente) es: m =

¢Conoces el valor de b?

¢Cual essuvalor? b =

La ecuacién queda expresada como
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b) Ultiliza la ecuacioén para calcular en cuantos afios el valor de la laptop sera de $2971.
La variable que conocemos es: ,su valor es:

La variable que te pedimos es:

Utiliza la ecuacidn del inciso anterior y encuentra el valor de la variable que te in-
dicamos.

EJERCICIO 4 Restriccion de presupuesto.

Durante las primeras dos semanas de clases, los alumnos de Matematicas | han
trabajado excelentemente, por lo que el profesor les ha propuesto tomarse la hora de
clase para ir a almorzar a la cafeteria “El Borrego”. Todos cooperaron con algo de dine-
roy juntaron $ .

Para que una sola persona pudiera hacer el pedido, acordaron que s6lo ordena-
rian hamburguesas y refrescos. Con lo que reunieron no alcanzaba para comprar una
hamburguesa y un refresco para cada persona, por lo que debian determinar la canti-
dad de hamburguesas y refrescos que podian comprar con lo que habian juntado.

El precio de la hamburguesa es de $ y el refresco vale $
Definicién de variables

Letra que representa la cantidad de hamburguesas que pueden pedir =

Letra que representa la cantidad de refrescos que pueden pedir =

¢Como representas la cantidad gastada en hamburguesas? =

¢Coémo representas la cantidad gastada en refrescos? =

¢Coémo quedaria la ecuacion para distribuir el presupuesto?

Esta ecuacion recibe el nombre de “restriccion presupuestaria”

Traza una grafica que describa la
distribucion del presupuesto. Re-
cuerda que es importante escribir
20 en cada eje la variable que estas
15 midiendo.

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60

Si sorpresivamente tanto el precio
de las hamburguesas como el del
refresco se duplicara, ;c6mo que-
20 daria la grafica de la restriccion de
15 presupuesto?

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60
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Aplicaciones de las funciones lineales en el area de economia

EJEMPLO 4

Solucioén

EJEMPLO 5

En este curso utilizaremos algunas de las funciones que se utilizan en el &rea de eco-
nomia sin entrar en detalle, pues solamente estudiaremos los aspectos matematicos
que nos interesan de momento, como el planteamiento de una funcion, como dibujar
su grafica o dado el valor de una de las variables obtener el valor de la otra.

Funcion costo

La funcion costo representa el costo total de producir una cantidad q de algun ar-
ticulo.
SiCesel costoy g es la cantidad producida, podemos denotar la funcion como

C =f(q).
Los costos de produccién se dividen en costos fijos y costos variables.
Los costos fijos son los que no dependen de la produccion, por ejemplo: renta,
servicios, sueldos de secretaria o recepcionista, etcétera.
Los costos variables son los que dependen directamente de la produccion, por
ejemplo: materiales, mano de obra, etcétera.
Entonces, tenemos que

Ctotales = Cfijos + Cvariables

Los costos variables se obtienen multiplicando el costo de producir una unidad (lla-
mado costo unitario) por el nimero de unidades producidas, asi que la férmula ante-
rior queda como sigue:

Crotales = Cfijos + Carintiites

A

r ™\
Costo « Cantidad de
Unitario unidades producidas

Una empresa que produce computadoras tiene costos fijos mensuales de $150,000 y cos-
tos variables de $3000 por cada computadora que produce. Plantea la funcion del costo
total para la empresa.

Los costos fijos son de $150,000; esto lo podemos determinar directamente de la redac-
cion del problema.

Si representamos con la letra g la cantidad de computadoras que se producen,
la funcién de costos variables queda expresada como C, . i.pes = 3000q; entonces, la
funcién de costos totales por mes esta dada por

C = 150,000 + 3000q

Funcién ingreso

La funcién ingreso, representa la cantidad total obtenida al vender una cantidad q de
algun articulo. Si I es el ingreso, g es la cantidad vendida y p es el precio al que se ven-
de cada articulo, entonces el ingreso es:

Ingreso = Precio « Cantidad

Es decir,

I=p-q

Supon que la empresa de computadoras vende cada una en $8000.

a) Plantea la funcién que dé el ingreso en términos del nUmero de computado-
ras vendidas.

b) Sien el mes se venden 100 computadoras ¢cual es el ingreso obtenido?
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Solucion

EJEMPLO 6

Solucién

a) Siqes lacantidad de computadoras vendidas, el ingreso esta dado por la funcién

I = 8000q

b) Al sustituir g = 100 en la funcién de ingresos obtenemos que | = 8000 (100) =
800,000 I

Funcién utilidad

La funcién utilidad representa las pérdidas o ganancias en una compaiiia; para ob-
tenerla restamos las funciones ingresos y costos totales, es decir, si U es la utilidad en-
tonces,

Utilidad = Ingresos — Costos

Es decir,

U=1-C

Al obtener la funcién de utilidad se puede presentar una de las siguientes situa-
ciones:

> El ingreso es mayor al costo total; en este caso hay ganancias para la com-
pafiia.

> El ingreso es menor al costo total; en este caso hay pérdidas para la com-
pafiia.

> Elingreso es igual al costo total; en este caso no hay pérdida ni ganancia pa-
ra la compafiia. El valor de g en el que se da esta situacion se llama punto de
equilibrio.

Para la empresa de computadoras, obtén:

a) La funcién para la utilidad en términos de la cantidad q.
b) Al vender las 100 computadoras, ;cual es la utilidad?
¢) El punto de equilibrio.

d) Dibuja las graficas de costo total e ingreso y selecciona la region que repre-
senta ganancias para la empresa.

a) Si utilizamos las formulas de costo total e ingreso, la funcién utilidad queda
expresada como U = 8000q — (150,000 + 3,000q).

Utilizamos el algebra para eliminar paréntesis, y obtenemos:
U = 8000g — 150,000 — 3000g. Después agrupamos términos semejantes, y
vemos que la funcion utilidad queda expresada como:

U = 50009 — 150,000

b) Al sustituir g = 100 en la funcion de utilidad, obtenemos:

U = 5000 (100) — 150,000
U = 350,000; esto representa ganancias para la empresa.

¢) Para obtener el punto de equilibrio igualamos las funciones costo total e in-
greso:

150,000 + 3000g = 8000q
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Para resolver esta ecuacién, dejamos en un lado de la ecuacion los térmi-
nos que tienen qy en el otro los que no la tienen:

150,000 = 8000q — 3000q
Al efectuar la operacion en el lado derecho tenemos que:
150,000 = 5000q
para despejar g, pasamos dividiendo el 5000 hacia el lado izquierdo y obte-

nemos: 150,000 _ g, 0 bien q = 30.
5000

Esto significa que con 30 computadoras vendidas en el mes la empresa es-
taré en equilibrio; es decir, no gana pero tampoco pierde.

d) La funcién de costo total, C = 15,0000 + 3000q, es una funcidn lineal, ya que
tiene la formay = b + mx, sélo que en este caso utilizamos C y g, en vez de
las variables x y y.

Lo mismo sucede con la funcion ingreso | = 8000q, s6lo que aqui el valor
de b es cero.

Sabemos que la gréafica de una funcion lineal es una linea recta; si utiliza-
mos un graficador, obtenemos la grafica de ambas funciones:

Ingresos C
250,000 Costos
200,000 /
150,000
100,000
500,00

10 20 30 40 50

La gréfica C es la de costo total: La gréafica | es la de ingresos.

Observa como el punto de equilibrio efectivamente ocurre en g = 30.

El area sombreada representa las ganancias para la compafiia, pues es cuando se
presenta la situacion de que el ingreso es mayor que el costo total. I

Funcidén oferta y funcibn demanda

La funcién oferta representa la cantidad de articulos que un fabricante esta dispuesto
a ofrecer a la venta, y depende del precio de venta.

Si el precio al cual se debe vender el articulo es bajo se ofrecen poco articulos a
la venta, conforme el precio aumenta se ofrecen més articulos a la venta; esta funcion
es creciente.

Si Q es la cantidad y p es precio denotamos la funcién oferta como Q = f(p).

Si un comerciante tiene que vender su producto a un precio bajo, debido a la regulacién
de los precios por la Secretaria del Consumidor y a la competencia que existe, entonces
no le conviene ofrecer a la venta una cantidad grande de su producto, y solamente
ofrece unos cuantos; en el momento en que pueda ofrecer su producto a un precio mas
alto (debido a que la competencia también ya aumento el precio y esta dentro del ran-
go establecido por la Secretaria del Consumidor), entonces pondra mas articulos a la
venta.
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EJEMPLO 8

o

Solucioén

La funcidon demanda representa la cantidad de articulos que se venden, de acuerdo
con el precio de venta.

Si el precio del articulo es bajo, se venden muchos articulos; conforme el precio
aumenta, las ventas disminuyen. Esta funcién es decreciente.

Si Q es la cantidad vendida y p es el precio, denotamos la funcién demanda co-

mo Q = f(p).

Aunque esta comprobado que las funciones de oferta y demanda dependen del pre-
cio, en economia se acostumbra plantear estas funciones al revés; por ejemplo, en el ca-
so de la funcién demanda se escribe como P = f(q) y se dibuja la variable g en el eje
horizontal y la variable P en el eje vertical; desde un punto de vista matematico esto
no es correcto, ya que es la cantidad ofrecida o vendida la que depende del precio (al
cual se debe vender o al que se vende). Sin embargo, consideraremos validas cualquie-
ra de las dos opciones al momento de plantear la funcién. I

Una empresa que organiza viajes turisticos ha observado que en la época de Semana
Santa, si el precio de un paquete todo incluido a Cancun es de $8000 por persona, se
venden 100 paquetes, pero si disminuye el precio en 25%, el nimero de paquetes que
se venden aumenta 140. Sup6n que la demanda es lineal.

a) Plantea la funcién demanda en términos del precio.

b) Sien unasuper promocion de un dia, la empresa vende el paquete a mitad de
precio, ¢cuantos paquetes se venderan en ese dia?

Dado que la demanda es lineal, la funcion es de la formay = mx + b, pero utilizaremos
la letra N para representar el nUmero de paquetes vendidos y p para representar el pre-
cio del paquete; con estas variables la ecuacion queda expresada como N = mp + b.

Tenemos que obtener el valor de my de b.

Observa que lo que tenemos como informacion son 2 puntos:

Uno es p = 8000 con N = 100; para formar el otro punto utilizamos la informa-
cion de que si el precio se disminuye un 25%, es decir, ahora el precio es $6000, el nu-
mero de paquetes aumenta 140, entonces el otro punto es p = 6000 con N = 240.

Podemos escribir la informacion en una tabla de datos que se expresa de la si-
guiente forma:

p | 6000 | 8000
N | 240 100

. . . 100 — 240 —140
I cam m t m=——"" =—_-=—"==—-007
Observa que el cambio promedio esta dado por 8000 — 6000 2000 0.0

Al sustituir el valor de m en la ecuacién obtenemos:

N=-007p+b

Falta obtener el valor de b, para lo que sustituimos cualquiera de los 2 puntos de
la tabla en la ecuacion.
Al sustituir el primer punto obtenemos:

240 = —0.07(6000) + b, esto es igual a 240= — 420 + b.

Despejamos b y obtenemos b = 240 + 420, es decir, b = 660.
Al sustituir el valor de b en la ecuaciéon, tenemos que:

N = —0.07p + 660
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Seccién 1.2 < Funcién lineal « 27

b) Observa que se nos da un valor de py se nos pide obtener N, en este caso p = 4000.

Si sustituimos ese valor en la ecuacion anterior, obtenemos:
N = — 0.07(4000) + 660, haciendo el calculo obtenemos que N = 380, es
decir, el nimero de paquetes vendidos el dia de la stper promocién fue de 380.

iA TRABAJARI

EJERCICIO 1 uUnapequefiacompafia que ofrece clases particulares de matematicas tiene como per-
sonal a una secretaria y un profesor. Mensualmente se tienen los siguientes gastos fi-
jos: renta de oficina $5700, servicios $2000, sueldo de secretaria $3500 y $800 en
materiales (hojas, plumas, lapices, gises y borradores).

El profesor recibe $200 por cada hora de clase impartida, si la compafiia cobra
$350 por hora de clase:

a) Plantea la funcion de costos totales e ingresos.

Solucion:
¢Cual es la variable independiente?

¢Con qué letra la vas a representar?

Cual es la formula de:
Costo total =

La ecuaciones C; =

. Ingreso =

La ecuaciones | =
b) ¢Cual es el punto de equilibrio para la compafiia?

Solucion:
¢ Cuando se le llama punto de equilibrio?

¢Como se obtiene?

Plantea la ecuacion necesaria para obtener el punto de equilibrio y resuélvela.

Punto de equilibrio g =

c) ¢Cuéantas horas de clase se deben dar durante el mes para que la compafiia
tenga ganancias?

4 d) Dibuja la grafica de costos tota-
les e ingresos, marca el area que
representa ganancias para la
compafiia.
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28 = Capitulo 1l = Funciones, representacion y analisis

EJERCICIO 2 Losvalores de costos e ingresos de una compafiia aparecen en las tablas de la izquierda:

e}

100

120

140

160

180

1200

1320

1440

1560

1680

100

120

140

160

180

1000

1280

1560

1840

2120

a) ¢Cual es el punto de equilibrio para la compafia?

¢ QUuE ecuaciones necesitas plantear para obtener el punto de equilibrio?

Las funciones dadas en las tablas ¢son lineales?

¢Por qué?

La ecuacioén de costos totales es de la forma:

Describe, en forma verbal, qué harias para obtener el cambio promedio en el
costo (la pendiente):

Encuentra el valor del cambio promedio (la pendiente m)

m =

Describe, en forma verbal, qué harias para obtener b.

Encuentra el valor de b.

La ecuacion de costos totales quedaria como:

La ecuacion de ingresos es de la forma:

Describe, en forma verbal, qué harias para obtener el cambio promedio en el
ingreso (la pendiente):

Encuentra el valor del cambio promedio (la pendiente m)

m:

Describe, en forma verbal, qué harias para obtener b.

Encuentra el valor de b.

La ecuacién de ingresos quedaria como:

¢Como se obtiene el punto de equilibrio?

Plantea la ecuacion para obtener el punto de equilibrio y resuélvela

El punto de equilibrio es q =
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¢) Dibuja en los mismos
ejes la gréafica de las dos
funciones y marca el pun-
to de equilibrio, el area
que representa pérdidas
y la que representa ga-

0 . nancias.

EJERCICIO 3 Un estudio de simulacion realizado en un parque determiné que si el costo del bole-
to es de $140 se reciben 2800 visitantes por semana, y que si el precio diminuye en $30
se reciben 3500 visitantes por semana, suponiendo que la demanda es lineal, obtenga:

Solucion  a) Laférmula que da el nimero de visitantes V en funcién del precio p.

La ecuacion es de la forma:

Describe, en forma verbal, qué harias para obtener el cambio promedio de la demanda
(la pendiente):

Encuentra el valor del cambio promedio (la pendiente) m =

Describe, en forma verbal, qué harias para obtener b.

Encuentra el valor de b.

La ecuacion de demanda (ntmero de visitantes en funcién del precio) quedaria como:

b) Utiliza la férmula para obtener cuantos visitantes se recibiran si el precio es
de $95.

La variable que conocemos es: . Su valor es:
La variable que piden obtener es:

Utiliza la ecuacion del inciso anterior y encuentra el valor de la variable
que se te indica.

En los siguientes ejercicios obtén la ecuacion solicitada. 4. Determina cual de las siguientes tablas corresponde a un
1. Laecuacion de la recta que pasa por los puntos (—2,3) y modelo lineal.
(3, -5). A [p | -1 37 [n
2. Laecuacion de la recta que pasa por los puntos (—1, —5) q | 34 46 | 58 7
Yy (3,4). b) I
3. La ecuacion de la funcién definida por la siguiente tabla 11 22 | 33 4
de datos. t 18 23 28 33
-3 | -1 |1 |3 O [x [ 2 4 [ 6 | 8
—6.2 | 12|38 | 88 y | —10 -12 | =15 | -17
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d | z
w | 120

—-1/2 | 1/2 | 3/2 | 5/2

80 | 60

100

5. La siguiente tabla muestra el porcentaje de defunciones
de nifios de 1 a 4 afios, en el periodo de 1999 a 2001 de
acuerdo con datos publicados por el INEGI.

Afio | 1999 | 2000 | 2001

% 17 |18 | 19

a) Plantea una férmula para el porcentaje de defunciones
en funcién del tiempo.

b) Si el porcentaje de defunciones continla con esta ten-
dencia, ¢en qué afo se tendra 2.5% de defunciones?

6. La siguiente tabla muestra los indicadores de mortalidad
de mujeres en el periodo de 2000 a 2002 de acuerdo con
los datos Estadisticos Demogréficos de Aguascalientes
(INEGI).

Afio | 2000 | 2001 | 2002

% 776 | 77.9 | 78.2

a) Plantea unaférmula para el indicador de mortalidad en
funcién del tiempo.

b) Si el indicador de mortalidad continla con esta ten-
dencia, ¢ qué porcentaje se tendra en el afio 2010?
Gréficas y ecuaciones.

7. Obtén la ecuacion para la funcién dada en la siguiente gra-
fica:

/_2

8. Dadas las siguientes gréaficas obtén el signo de la pendien-
te e interseccion con el eje y. Proporciona una posible

ecuacion que represente la grafica. 9.

a) »

b) 3

c) 7

d) v |
e) I

Grafica las siguientes ecuaciones y marca los puntos de
interseccién con los ejes coordenados.

a) y=-5x—-3

b) 2x -3y =1

c) —5-3y=—x

d) y =03+ 4.3x
y

e) §+€=1
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10.

La siguiente grafica representa la funcion de costos de una
compafiia:

c

(200, 3000)

1500

a) ¢Cual es el costo fijo de la empresa?
b) ¢Cuél es el costo variable?

Resuelve los siguientes ejercicios.

11.

12.

13.

14.

15.

Una casa tiene un valor actual de $800,000, si su valor au-
menta en forma constante cada afio en 5% del valor ori-
ginal:

a) Obtén una férmula para el valor de la casa en funcién
del tiempo.

b) Utiliza la férmula para determinar dentro de cuantos
afos el valor de la casa sera de $1,650,782.

Una empresa tiene costos fijos de $6000 por semana y cos-
tos variables de $220 por cada articulo fabricado. Si el pre-
cio al cual vende su articulo es $580 cada uno. ;Cuantos
articulos se deben fabricar y vender para que la empresa
tenga una utilidad de $12,000 por semana?

El planetario ALFA tiene 150 visitantes diarios cuando el
boleto de entrada tiene un costo de $65. Si se rebajan $7
en el costo, el nimero de visitantes aumentara a 230 por
dia. Sup6n que la demanda es lineal y responde las siguien-
tes preguntas:

a) Plantea unaférmula para determinar el nimero de vi-
sitantes en funcion del precio.

b) Utiliza la formula para determinar cuantos visitantes se
tendran si se ofrece una promocion de descuento del
20% del precio original.

Una empresa que vende calculadoras puede vender 1000
calculadoras si el precio es de $1200. Si el precio aumenta
a $1500 se estima que se venderan 120 calculadoras menos.
Si la demanda es lineal,

a) Plantea una formula para determinar el nimero de calcu-
ladoras vendidas en funcion del precio.

b) Utiliza la formula para determinar cual fue el precio si
en total se vendieron 965 calculadoras.

Un turista recién llegado a la ciudad recibe dos ofertas de
costo en el traslado del aeropuerto a su hotel: un taxista in-
dependiente le cobra $10 el banderazo y $2.50 por cada
km recorrido. La compafiia de taxis del aeropuerto le co-
bra una cuota Unica de $200.

a) ¢Como podria decidir el turista qué opcion le convie-
ne méas?

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Conjunto de egjercicios 1.2 = 31

b) ¢A que distancia, en kilbmetros, debe estar su hotel pa-
ra que el costo sea el mismo en ambas compafiias?

Una joven desea iniciar un negocio propio de venta de jo-
yeria de oro. Cuenta con un capital inicial de $10,000, al
inicio desea vender solamente pulseras y anillos. Cada pul-
sera le cuesta $292 y cada anillo $180.

a) Plantea una ecuacion para la cantidad de anillos y pul-
seras que puede comprar con los $10,000.

b) Utiliza la ecuacion para determinar cuantas pulseras
puede adquirir si ya compré 15 anillos.

Una empresa fabrica focos, tiene costos fijos de $4825y cos-
tos de mano de obra y material de $5 por foco. Si cada fo-
co se vende en $13.50, determina las ecuaciones de costo
total, ingreso y utilidad en funcién del nimero de focos pro-
ducidos.

Considera que una television Sony de 21 pulgadas tiene
56 meses de uso. Actualmente su valor comercial es de
$6000 pero hace 14 meses era de $8300. Supén que el va-
lor comercial de la television decrece linealmente con el
tiempo, determina:

a) La ecuacion que exprese el valor de la television en
funcion de los meses de uso.

b) ¢Cuando consideras que la television ya no tendré va-
lor comercial?

El valor de un automévil nuevo es de $152 000, si su valor
se deprecia linealmente 13.5% del valor inicial por afio,
encuentra:

a) La ecuacion que exprese el valor del automoévil des-
pués de t afios de uso.

b) ¢Cuél es el valor del automovil después de 7 afios?

Con $195,000 de presupuesto, una escuela pretende com-
prar computadoras de escritorio y portatiles con un valor
unitario de $8,352 y $15,796, respectivamente.

a) Plantea una ecuacién para la cantidad de computado-
ras de escritorio y portatiles que se deben comprar uti-
lizando todo el presupuesto.

b) Utiliza la ecuacién para determinar cuantas computa-
doras portatiles se pueden comprar si ya se adquirieron
12 computadoras de escritorio.

El duefio de un camion repartidor de refrescos gasta $450
en gasolina, $300 en sueldo del chofer, $250 en el sueldo
del ayudante del chofer y $500 en mantenimiento del ca-
mioén. Si cada caja de refrescos le cuesta $48 y la vende en
$72. ; Cuéntas cajas de refrescos debe vender por semana
para que se cubran los costos?

En 1984 se compré un terreno con un valor de $250,000.
En 1992 fue valuado para su venta en $325,000. Suponiendo
que el valor del terreno crece linealmente con el tiempo,
determina:

a) Laecuacion particular que relaciona el valor del terre-
no con el tiempo.

b) ¢Cual fue el valor estimado del terreno en 19872

c) ¢Cual sera el valor del terreno en 2003?
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23.

24,

25.

26.

-

El valor de una lavadora automatica nueva es de $4000. Si 28.

su valor se deprecia linealmente 6% de su valor inicial por
afio. ¢ Cual seré el valor después de 12 afios de uso?

El valor de una onza oro es de $4353.45. Su valor aumen-
tara 7% del valor original cada afio.

a) Escribe el valor (V) de la onza oro en funcién del tiem-
po después de su adquisicion.

b) ¢Cuél sera el valor de la moneda dentro de 7 afios?

Una caja de ahorro funciona de la siguiente manera: por
cada peso depositado entrega $1.43 después de haber pa-
sado un afio del deposito.

a) Escribe una ecuacion que represente la cantidad de di-
nero que se recibe al afio en funcion de la cantidad de !29
dinero que se deposita.

b) ¢Cuanto dinero se debe depositar para recibir $5050
al término de un afio?

La funcién de produccion de un articulo depende lineal-
mente de la cantidad invertida, si se invierten $10,125 se
producen 90 articulos, si se invierten $45,000 se producen
400 articulos.

a) Escribe una formula para la produccion en funcion de
la cantidad invertida.

b) ¢Sise invierten $36,000 cuantos articulos se producen?

Grafica las siguientes funciones:

a) y=2x+3
b)y=2x-5
c) y=2X

¢Coémo serd la graficadey = 2x + %?

=

Grafica las siguientes funciones:
a) i) y=5x—4
i) y=11x— 4
iii) y=35x—4
¢Como sera la grafica de y = 100x — 4?
b) i) y=2x+4
i) y=2x+4
N
i) y= 5X T 4

¢Como sera la graficade y = 0.15x + 4?

. Grafica las siguientes funciones:

a) 1) y=-8+20

ii) y=—40x + 20

iii) y=—-70x + 20

¢Como sera la grafica dey = —120x + 20?
b) i) y=-x-3

ii) y=-05x—-3

i) y=-03x—-3

¢Como serd la grafica dey = —0.05x — 3?

La empresa Productos Naturales tiene dos plantas, una en
Monterrey y otra en Guadalajara. Las funciones de utili-
dad son P, = 234x — 48500y P, = 225x — 35000, respec-
tivamente, donde x representa las unidades producidas y
vendidas. Utiliza una calculadora graficadora para obte-
ner las unidades que deben producirse y venderse para
que la utilidad en las dos plantas sea la misma.

1.3 FUNCION POTENCIA

El tipo de funcién que estudiaremos en esta seccidn se conoce
como funcién potencia, en algunas ocasiones ya la hemos
utilizado, tal vez sin saber que se trataba de esta funcion.

por ejemplo,

= Cuando calculamos el area de un terreno cuadrado cuyo lado mide x.

Este es un problema muy facil de resolver, ya que el terreno es de la siguiente

forma

X

y sabemos que el area de un cuadrado es el producto de sus lados entonces A = X2,
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Seccion 1.3 = Funcién potencia « 33

La funcién que representa el area del terreno es llamada funcién potencia, ya
que la variable aparece elevada a un nimero, en este caso el nimero 2.

= Si queremos calcular el volumen de la siguiente caja,

4x

sabemos que el volumen estd dado por V = (area de la base) « (altura), entonces,
V = (4x - X) - X = 4x3; es decir, V = 4x°,

La funcién representada por el volumen también es una funcién potencia, ya que
también aparece la variable elevada a un nimero.

De acuerdo con los ejemplos anteriores podemos decir que:

La funcion potencia es de la formay = kx", donde el exponente n es cualquier nu-
mero real y k representa una constante.

Podemos agrupar las funciones potencia por familias, en donde la caracteristica
que las distingue es el nimero al que esta elevada la variable; la grafica de las funcio-
nes que pertenecen a una misma familia son muy similares y ésta depende del expo-
nente n.

Por ejemplo: por medio de un software graficador, dibujaremos la grafica de al-
gunas familias de funciones:

- Potencias pares positivas.
| Yoo

I

~

ol S Wl )

y=X
= Potencias impares positivas.

\y ,

IS
—
IS
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= Potencias pares negativas.

aty| a1y

\

|
L]\ :

| 0 \_X_ | ___— 0 \_X
-2 0 -2 0 2
y =X 2 y= 3X74
« Potencias impares negativas.
y y
5 5
0 - X 0 N X
5 0 5 -5 ~ 0 5
-5 5
y=x1 y =4x73

= Potencias fraccionarias menores que 1.

y y
2
2 L
"
0 X
0 X 12 0 2
0 2 4
|_—
-2
Con denominador par y = x'? Con denominador impar y = x**
= Potencias fraccionarias mayores que 1.
y y /
3 / 2
2 / 1
1 f X
L 52151405 051 152 25
0 X 11
C1/5-1-05| 051 152 2538 35 /
11 / 2
Con denominador par y = x%? Con denominador impar y = x**®
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EJEMPLO 1

Solucién

EJEMPLO 2

Solucién

iA TRABAJARI!

Secciéon 1.3 = Funcién potencia « 35

Aplicaciones de la funcién potencia

Si la gasolina Premium cuesta $6.70 por litro, y compras n litros de gasolina.
¢ Como expresarias la funcion que representa la cantidad de dinero que debes pagar?

Si llamamos p a la cantidad de dinero a pagar, entonces tenemos que, p = f(n) = 6.70 n,
o simplemente p = 6.70n

Observa que p es una funcion potencia en donde el exponente de la variable es
1y laconstante es k = 6.70 I

El indice de masa corporal de una persona (IMC) se obtiene dividiendo el peso entre
el cuadrado de la estatura; si el jugador de basquetbol, Michael Jordan, tiene un peso
de 97.9 kg, plantea la férmula para el IMC con respecto a la estatura.

Si x representa la estatura del jugador, la férmula para el indice de masa corporal de
Michael Jordan esta dada por

97.9
X

IMC = , que podemos expresar como IMC = 97.9x 2

Observa que el IMC es una funcién potencia en donde el exponente de la varia-
ble es — 2 y la constante es k = 97.9 I

EJERCICIO 1

EJERCICIO 2

Solucién

a) Se desea construir una lata de forma cilindrica que tenga una altura de 20 cm. La
funcion que representa el volumen de la lata en términos del radio ¢es una funcion
potencia?

¢Cual es la férmula del volumen de un cilindro? V =

Al sustituir el valor de la altura obtenemos la funcién V =

¢Se trata de una funcion potencia? ¢ Cudl es el exponente? n =

¢Cual es la constante? k =

b) Se desea construir un cono que contenga un volumen de 5 centimetros cubicos. La
funcioén que representa la altura del cono en términos de su radio ¢es una funcion
potencia?

¢Cual es la formula para obtener el volumen de un cono?

Nos preguntan por la altura, entonces si h es la altura, h =

iAhora si podemos contestar!
¢ Se trata de una funcién potencia? ¢ Cudl es el exponente? n =

¢Cual es la constante? k =

Plantea la funcion para el IMC de Michael Jordan, si sabes que su estatura es 1.98 m.

¢ Cudl es la féormula para obtener el IMC en funcion del peso?
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¢ Se trata de una funcién potencia? ¢Cual es el exponente? n =

¢Cual es la constante? k =

EJERCICIO 3 Determina si las siguientes funciones son funciones potencia. Para aquellas que si lo
sean, completa la informacién que se indica en la siguiente tabla:

Escribe la ¢Es una ¢Cual es el ¢Cual es el
funcion en la funcion valor de n? valor de k?
formay = kx" | potencia?

(si es posible)

N
y ?\5 X
y = 5(79)

8X1I2
=73
y=28"
y=7x%-5

En los siguientes ejercicios determina si las funciones son o no 14. Se ofrece 30% de descuento en el departamento de zapa-
una funcién potencia. Si son funciones potencia, exprésalas en la teria de un centro comercial,
formay = kx"y escribe los valores del coeficiente k y de la poten- .,
cian. a) Plantea una ecuacion que exprese el costo C para el
cliente, de un par de zapatos, en funcién del precio ori-
inal p de dichos zapatos.
1. y:1_32 4. y = (2X)3 g ,p . p B
X b) ¢Cuanto pagara el cliente por un par de zapatos si su
7 precio original es de $825?
2. y=7VX 5. y=
3Vxe 15. El peso B de un cerebro humano, esta dado por B = kw,
§ . donde w es el peso corporal y k una constante positiva. Si
3. y=5 6. y=3x"—-10 una persona que pesa 80 kg. Tiene un cerebro que pesa
2.13 kg,
Escribe los enunciados siguientes como una funcion potencia. g
7. yes 7% del cubo de x. a) Encuentra el valor de k.
8. yesel doble de la raiz cuadrada de x. b) ¢Cual es el peso del cerebro de una persona cuyo pe-
9. yesigual aladivision de 8 entre el doble de x a la quinta. so corporal es de 68 kg?
10. yes la tercera parte del cuadrado de la raiz cibica de x. 16. Un contratista sabe que el tiempo t (en semanas) necesa-

11. El precio P de un articulo es igual a la division de una cons-
tante positiva entre la demanda d.

12. Elingreso I es el producto de una constante positivay el
precio p de venta, ¢qué representa la constante?

13. La noémina mensual N de un grupo de trabajadores esta
dada por N = 1500T donde T es el nimero de trabajado-
res. ¢ Cudl seré la némina mensual si se tienen 35 trabaja-
dores?

. . ) k
rio para terminar una casa esta dado por t = n donde n

es el nimero de albafiiles que trabaja en dicha construc-
cién y k una constante positiva. Si una casa se termina en
6 semanas cuando trabajan 15 albafiiles,

a) Encuentra el valor de k.

b) Sitrabajan 25 albafiiles en la construccién, ¢en cuanto
tiempo terminaran la casa?
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c) Si el contratista necesita terminar la casa en 7.5 sema- 18. Relaciona las gréaficas con las siguientes ecuaciones.
nas, ¢cuantos albafiiles debe poner a trabajar? 3 .
¢ P ) a) y=2Vx ) y= %
Gréficas y funciones
y b) y = 4x%/2 - d) y=X
17. Relaciona las graficas con las siguientes ecuaciones. i
. y
a) y =5x° c) y=2x"°
y
b) y = 7x* ) y=0.75VX
i
X
X
ii y
y
ii.
X
X
iii. y
y
iii.
X
X
iv. y
y
iv.
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1.4 FUNCION EXPONENCIAL

Otra de las funciones con gran aplicacién en la vida real es la
exponencial. La caracteristica que define a estas funciones es que
cambian (aumentan o disminuyen) muy rapidamente y no en
forma constante como ocurre con las lineales.

Como reconocer gue una funcién es exponencial

CONSTRUCCION

La siguiente tabla de datos representa una poblacion de conejos P, como una funcién
del tiempo' t.

Analiza los datos para encontrar un patrén de comportamiento para esta funcion;
para ello, reflexiona y contesta en las lineas lo que se te pide.

t (meses) 0 1 2 3 4 5

P (nimero de conejos) 3 6 12 | 24 | 48

¢Latabla dada corresponde a un modelo lineal?

¢Por qué?

¢Coémo crece la poblacién de conejos?

¢ Qué poblacion de conejos esperas que haya para el quinto mes?

¢ Qué hiciste para obtener la cantidad anterior?

Al nimero 2, por el cual multiplicamos un término para obtener el siguiente, se le llama
factor de cambio. Observa que si multiplicamos por 2 cualquier término de la tabla obte-
nemos el siguiente término; entonces decimos que existe un factor de cambio constante.

Para generar la férmula que representa a esta poblacién de conejos, llena los
siguientes espacios:

Cuandot=0, P=3
Cuandot=1, P=6 quepodemos escribircomo 6 =3(2)=3(2)"
Cuandot=2, P =12 quepodemos escribircomo 12 =3(4)=3(2)®?
Cuandot=3, P =24 quepodemos escribircomo 24=3( )=3( )’
Cuandot=4, P =48 que podemos escribircomo 48=3( )=3( )’

Si observamos el comportamiento de las expresiones anteriores, podemos con-
cluir que la férmula para obtener la poblacion de conejos P en cualquier tiempo t esta
dada por:

pP=

Esta funcion corresponde a un modelo exponencial, y este tipo de funciones se
caracteriza por tener un factor de cambio constante; es decir, podemos identificar un
namero que al multiplicarlo por un término obtenemos el siguiente término. Es por eso
que estas funciones cambian muy rapidamente, pues no es lo mismo ir multiplicando
el nUmero que suméandolo.
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En general, si se tiene una poblacion inicial b que cambia de acuerdo con un factor
constante a, la formula para encontrar la poblacién P en cualquier tiempo t esta dada por:

En la tabla dada fue facil determinar que el factor de cambio de la poblacion era 2, ya
que si se multiplicaba la poblacion de cualquier mes por 2 se obtenia la poblacién del
siguiente mes. En ocasiones no es facil identificar cual es ese factor.

¢ Qué ocurre si dividimos la poblacion de un mes entre la poblacién del mes an-
terior?, es decir:

Poblacién primer mes
Poblacion inicial

Poblacién segundo mes
Poblacién primer mes

Poblacion tercer mes

Poblacién segundo mes

Era de esperarse, se obtiene el jfactor de cambio!
En conclusién, dada una tabla de valores cualesquiera, ;cémo harias para de-
terminar si corresponde a un modelo exponencial?

Dibuja la grafica para la poblacién de conejos; para ello, traza los puntos de la tabla.

P (cantidad de conejos)

60

40)

0 2 1314 t (meses)

Si unimos los puntos ¢ qué forma tiene la grafica: curva o recta?

Ecuacion de una funcién exponencial

Una funcion es llamada exponencial si la variable aparece en el exponente. Su ecuacion
es de la forma:

y=b-a*
donde a (un namero positivo diferente de 1) representa el factor de cambio en la fun-
cién, cuando x aumenta de uno en uno.

b es la interseccion con el eje y (el valor de y cuando x = 0), al que Ilamaremos
valor inicial.
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Coémo afecta a la ecuacion de la funciéon exponencial, el hecho de que los valores
de x (la variable independiente) no aumenten de uno en uno

CONSTRUCCION

EJEMPLO 1

Solucién

Deduzcamoslo contestando las siguientes preguntas.

Supén que como informacién de una funcién exponencial, tenemos que el valor
inicial es 3y que n afios después el valor es 192, y queremos plantear la funcion.

Al indicarnos que es una funcién exponencial, sabemos que la ecuacion tiene la
formay =b - a*

¢Conoces el valor de b? .¢Cuéles? b =

Al sustituirlo en la ecuacién obtenemos:

¢Conoces el factor de cambio (a)?

Observa que en la informacion que se nos da, lo que tenemos es el punto x = n
yy = 192, podemos sustituirlo en la funcién para obtener el valor del factor de cam-
bio a; al hacerlo obtenemos:

192 = 3-a", observa que la a queda como Unica incognita en la ecuacién, al despejar
obtenemos:

192
3

guede despejada?

= a", que es equivalente a 64 = a" ; ;como eliminamos el exponente, para que a

Al hacerlo obtenemos, 164 = Ua" y simplificando el lado derecho obtenemos
V64 = a, que es equivalente a expresarlo con un exponente como a =

- - - -z 7 X
Si sustituimos el valor de a en la ecuacion, ésta queda expresada comoy = 3 » < )

Aplicando la ley de los exponentes, la ecuacion queda expresada comoy = 3 » ( )( )
En general, podemos concluir que

En una funcién exponencial con valor inicial b y factor de cambio a, si el valor de
x cambia de n en n, la funcién queda expresada de la forma

y=b-a*"

Plantea la funcion para la poblacion que se representa en la siguiente tabla

x (afios) 0 | 25|50 | 75

y (poblacion
en millones) 3 | 12 | 48 | 192

Lo primero que debemos hacer es identificar qué tipo de funcién es, ya que la expo-
nencial no es el Unico tipo de funcion que hemos estudiado.
Al obtener el cambio promedio (para ver si es lineal) obtenemos que:

para los primeros dos puntos m = ;é : g = 0.36,
_48-12
para el segundo y tercer punto m = 50— 25 = 1.44

Como NO obtenemos el mismo valor para el cambio promedio, concluimos que
la poblacion NO tiene un comportamiento lineal.
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Veamos ahora si tiene un comportamiento exponencial, para ello debemos com-
probar que la funcion tiene un factor de cambio constante.

Recordemos que el factor de cambio a se obtiene dividiendo los valores de la fun-
cion (la variable dependiente).

Al dividir los términos obtenemos:

segundo _ 12 4 tercero _ 48 _

primero = 3 segundo ~ 12

cuarto 192

4 tercero ~ 48  °

Observa que obtenemos siempre el mismo resultado, por lo que podemos afir-
mar que la poblacion tiene un comportamiento exponencial.

La ecuacion a utilizar es de laformay = b - a*

En este caso, el valor de b = 3, es decir, la poblacion inicial (en el tiempo x = 0)
y el factor de cambio resultd ser a = 4, pero como los valores de x cambian de 25 en
25, el exponente (la x) debe estar dividido entre 25; la ecuacion queda expresada como:

y = 3495
de esa forma queda indicado que el factor de cambio de la poblacion es cada 25 afios.

También podemos escribirla comoy = 3 - (4¥%)*, 0 al elevar el nimero 4 al ex-
ponente 1/25, la ecuacion queda expresada como y = 3 « (1.057018)* I

Gréfica de una funcion exponencial

La grafica de una funcién exponencial es una curva que, al igual que la recta, puede ser
creciente o decreciente; en estas funciones eso depende de como es el factor de cam-
bio. Para la funciény = b - a* con b > 0, se cumple que:

> Si el factor de cambio a > 1, se tiene un crecimiento exponencial y la gréafi-
ca seré creciente.

__ X

> Si el factor de cambio 0 < a < 1 se tiene un decaimiento exponencial y la
gréfica seréd decreciente.
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iA TRABAJAR!

EJERCICIO 1 Laepidemia del SARS inicié en noviembre de 2002 en la provincia de Guangdong,
China. La siguiente grafica muestra el avance mensual de la epidemia, desde que se pre-
sento el primer caso hasta abril de 2003. Fuente: Selecciones del Reader’s Digest, agos-
to de 2003.

El encabezado de este articulo dice asi:
“Laepidemia del SARS ha puesto a temblar a todo el mundo ¢podran los médi-
cos acabar con ella?”.
AVANCE DE LA EPIDEMIA
16 de noviembre de 2002: Se registrael 22 de abril de 2003: En China han ocu-
primer caso de SARS en la provincia rrido 2000 casos y 92 muertes, y se re-
de Guangdong, China. gistran cinco casos nuevos de infeccién
- por hora. La epidemia avanza en Ca-
Principios de marzo de 2003: La en- 344, donde se registran 304 casos.
fermedad se propaga a Hong Kong,  Hay un total de 4500 casos confirma-
Canada, Singapur y Vietnam. dos en todo el mundo.
26 de marzo de 2003: Hasta el 28 de 1 e mayo de 2003: 5220 casos y 329
febrero se habian contabilizado 792 fjjecimientos registrados en 28 paises.
casos y 31 muertes en Guangdong.
11 de abril de 2003: Se informa de 2890
casos (de los cuales 1309 se registra-
ron en China, 1059 en Hong Kong y
133 en Singapur) y 116 decesos. 2890 casos
116 muertos
11 de abril
792 casos
305 casos 1 muertos
; - 28 de febrero
S muertos
9 de febrero
Noviembre Diciembre Enero Febrero Marzo Abril
2002 2002 2003 2003 2003 2003
Solucion  a) ¢Qué indica el tipo de grafica mostrada, con respecto a la epidemia?

b) ¢Por qué generd tanto panico a nivel mundial?
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EJERCICIO 2

Solucion

EJERCICIO 3

EJERCICIO 4

Solucién

Seccioén 1.4 = Funcién exponencial = 43

Como resultado de los censos del 2000, seguin datos del INEGI (Instituto Nacional de
Estadistica, Geografia e Informatica), la poblacion (en millones de personas) que residia
en el pais, incluidos extranjeros, puede representarse mediante la siguiente formula
P = 97.48(1.022)".

a) Interpreta la informacion que da la férmula de la poblacion.

b) ¢Qué significa si la férmula se expresa como P = 97.48(1.022)!/1%?

Plantea una posible férmula para la funcion dada en la siguiente tabla. Contesta en la
linea.

t -2 -110 1
Q| 25 1.3 | 0.676 | 0.35152

a) ¢Esunafuncion lineal? ¢Por qué?

b) ¢Esunafunciénexponencial? _ ;Por qué?

c) ¢Qué ecuacion vas a utilizar?

d) Elfactordecambioesa=____ ;Cbémo lo obtuviste?

El valor inicial es: b =

Al sustituir los datos, la ecuacion es

Plantea la ecuacion para la funcion representada en la gréfica.

a) ¢Esuna funcion lineal o exponencial?

¢Por qué?

b) La ecuacion que vas a utilizar es:

Una estrategia para obtener la ecuacion seria escribir | t
la informacion dada en la gréafica en una tabla de datos;
dicha tabla de datos quedaria expresada como:
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EJERCICIO 5

EJERCICIO 6

Solucion

(0,5)

Para esta tabla tenemos que: a = y, como los valores de t

aumentan de 3 en 3, la ecuacion queda expresada como:

Observa que no tienes el valor de b (ya que éste es el valor cuando t = 0, 0 el pun-
to de interseccion con el eje y). Para obtenerlo sustituimos cualquiera de los puntos en
la ecuacién y despejamos b.

Finalmente la ecuacion es:

Determina si la siguiente tabla de valores corresponde a una funcién exponencial, si
lo es, encuentra su ecuacion.

t -1 2 5 8
Q) 2 2.662 3.543122 4.715895382

Para decidir si es exponencial verifica si los valores de Q aumentan en un factor de cam-
bio constante

El valor del factor de cambio es a = y los valores de t van de
en asi que la ecuacion, hasta este momento quedaria expresada como

Observa que en la tabla de datos no aparece el valor inicial, es decir, el valor de Q para
el cual la variable t es cero. Para encontrar el valor inicial, sustituye en la expresion an-
terior, cualquiera de los puntos dados en la tabla y despeja b.

La ecuacion es

La funcion de ventas (en miles de unidades) de un cierto producto esta dada por la si-
guiente grafica en donde t se mide en afios y t = 0 representa el dia de hoy.

a) De lainterpretacion préactica del punto (—3,1)

b) Escribe una férmula que sirva para calcular las ventas como una funcion del
tiempo.

Para determinar la ecuacion realiza el siguiente analisis:
La forma de la gréafica corresponde a una funcién: U exponencial U lineal

www.FreeLibros.me



EJERCICIO 7

EJERCICIO 8

Solucion

Seccioén 1.4 = Funcién exponencial = 45

Si escribimos los datos de la gréafica a una tabla de va- | ¢
lores obtenemos v

De donde podemos determinar que el valor inicial es b =

el factor de cambio es a = y que los valores de t van de
en

La formula para esta funcion de ventas es:

c) Si el crecimiento de las ventas no cambia, ¢cual sera el volumen de ventas dentro
de 4 afios a partir de hoy?

Una persona ingiri6 una taza de café que contiene 100 mg de cafeina. Si la vida media
de la cafeina en el cuerpo es de aproximadamente 4 horas, ¢qué cantidad de cafeina
Q habréa en el cuerpo de la persona 6 horas después?

Definicion: La vida media es el tiempo que tarda una cantidad (que decrece ex-
ponencialmente) en reducirse a la mitad.

Utiliza la definicion de vida media para escribir,enla [ ¢
siguiente tabla, la informacién proporcionada en el Q
enunciado:

Cuando en un enunciado se hace referencia a la vida media, significa que la situacion
corresponde a un modelo exponencial.

De acuerdo a la nota anterior, podemos determinar que el valor inicialesb = ;
ademas el factor de cambio esa = y los valores de t van de

en por tanto la funcion que nos da la cantidad de cafeina Q en el cuerpo
como una funcién del tiempo es Q (t) =

Abhora contesta la pregunta
¢qué cantidad de cafeina Q habra en el cuerpo de la persona 6 horas después de haberse
tomado una taza de café?

El precio de una casa aumenta exponencialmente. Si en 3 afios el valor de la casa au-
mentd 40% del valor original, con base en esta informacion estima el tiempo de du-
plicacion para su valor.

Definicion: EIl tiempo de duplicacion es el tiempo que tarda una cantidad (que
crece exponencialmente) en duplicarse.

La ecuacion que vas a utilizar es:

SiVeselvalorde lacasaytes el tiempo de afios ¢cémo queda expresada la ecuacion?

Observa que no conocemos el valor inicial de la casa; en la ecuacion éste quedara
expresado como b.

Para obtener el factor de cambio a, podemos es-
cribir la informacion dada en una tabla de datos. \Y

De esta forma, jya puedes plantear la ecuacion!

La ecuacién queda como:
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EJERCICIO 9

Otra forma de resolver este problema es plantear la ecuacion y sustituir la informa-
cion dada considerandola como el punto t = 3, V = 1.4b; después sustituimos en la
ecuacion y despejamos para obtener el factor de cambio a.

Para obtener el tiempo de duplicacion: sustituimos V =
y despejamos

Observa que la variable que se te pide aparece en el exponente y no hemos visto cémo des-
pejar una variable que se encuentra en el exponente. Para contestar a la pregunta utiliza-
remos el método de prueba y error, éste consiste en ir sustituyendo valores de prueba en
t, hasta obtener el mejor valor de t con el cual se satisface la ecuacion, es decir, obte-
nemos una estimacién. Mas adelante aprenderas a resolver este tipo de situaciones.

Por pruebay error el tiempo de duplicacién est =

Para una compaiiia, las funciones de ingresos y costos estan dadas por
1(x) = 3(2°) y C(X) = 9x + 25,
respectivamente, donde x son las miles de unidades producidas y vendidas.

Soluciéon m a) Por medio de un graficador dibuja en los mismos ejes la grafica de ambas fun-

ciones y determina el punto de equilibrio para la compafiia.

Indica el area que representa pérdidas y la que representa ganancias.

80|

60 |

40|

20|

010 20 30 40 50 60 70 80 90

b) Si se venden 5000 unidades, ¢hay pérdida o ganancia? Justifica.

REFLEXION ¢Puedes obtener el punto de equilibrio resolviendo algebraicamente la ecuacion? Jus-

tifica.

Coémo obtener el factor de cambio cuando se conoce la tasa de cambio

En muchas ocasiones, la informacién que tenemos acerca del comportamiento de una
funcién no esta dada como una tabla de datos, sino como la tasa o el ritmo con el que
la funcion aumenta o disminuye, por ejemplo: “La poblacién de una pequefia ciudad
es actualmente de 250,000 personas, y crece a una tasa de 2% cada afio”.

La expresion “crece a una tasa de 2% cada afio” nos da informacion acerca del
cambio porcentual de la poblacion, es decir, nos indica cuanto aumentara la poblacion
con respecto a la cantidad actual de habitantes.

Esto significa que:

e Actualmente, t =0 la poblacion es P = 250,000 habitantes

e Dentro de un afio, t =1 lapoblaciénserd P = 250,000 + 2%(250,000) es de-
cir, la poblacién del afio anterior
mas lo que aumenté ese afio.
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REFLEXION

EJEMPLO 2

Solucioén

Seccion 1.4 = Funciéon exponencial = 47

Al extraer como factor comun al 250,000 nos queda P = 250,000 (1 + 2%0). Al trans-
formar el 2% a decimal obtenemos que P = 250,000 (1 + 0.02) y al efectuar la ope-
racién dentro del paréntesis se tiene que P = 250,000 (1.02)

e Dentro de dos afios, t = 2 la poblacion serd P = 250,000 (1.02) + 2%][250,000(1.02)]
es decir, la poblacion del afio anterior mas lo que aumento6 ese afio.

Al extraer como factor comun al 250,000 (1.02) nos queda que P =

Al transformar el 2% a decimal obtenemos que P =

y al efectuar la operacion dentro del paréntesis se tiene que P =

e Dentro de tres afios, t = 3 la poblacion sera P =
asi que, si la poblacién de un cierto afio la multiplicamos por 1.02 se obtendra la
poblacion del siguiente afio. La férmula que representa a esta poblacién como una
funcién del tiempo esta dada por P =

Observa que la férmula para la poblacién de México corresponde a una funcion ex-
ponencial, ya que tiene la formay = b - a*

¢Encuentras alguna relacion entre el factor de crecimiento a = 1.02 y la tasa con la que

crece la poblacion r = 0.2? describela

Del anélisis anterior podemos concluir que cuando una funcion “crece a una tasa
(razon o ritmo) de r % cada afio” es equivalente a decir que la funcion aumenta expo-
nencialmente, y el factor de cambio a se obtiene sumando una unidad a la tasa anual.

Cuando nos dan la tasa de decaimiento, el factor se obtiene restdndolo de la
unidad, es decir

a=1+r Silafuncion crece

a=1-—r Silafuncién decrece

En ambos casos la tasa anual debe transformarse a decimales para sumarla o restarla.

En el afio 2000, la cantidad de medicamentos disponibles en los almacenes del IMSS
alcanzaba para cubrir los requerimientos de medicamentos para 2.10 meses y dismi-
nufa a una tasa de aproximadamente 4%™ cada afio. Encuentra una férmula para la dis-
ponibilidad de medicamentos como una funcién del tiempo. Si la tasa no cambia, ¢cual
serd la disponibilidad de medicamentos para el afio 20027 (Suponga que el afio 2000
corresponde at = 0)

b (valor inicial) =

¢ Cémo obtienes el factor de cambio que necesitas para plantear la funcién?

a (factor de cambio) =

Funcion

Disponibilidad de medicamentos para el afio 2002

* Fuente: EI Norte, seccién Negocios, 30 de marzo de 2004.
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EJEMPLO 3

La siguiente informacidn muestra la tabla de amortizacion para el financiamiento de
una camioneta Voyager modelo 2000, en un trato directo con la agencia Chrysler
Contry a un plazo de 2 afios, efectuado en febrero de 2000. Datos reales solicitados en
la agencia mencionada.

Observa que las mensualidades son una cantidad fija. Por lo general, en una
transaccion de este tipo, de la mensualidad pagada, una parte se destina a capital y la
otra a interés. La situacion mencionada se presenta en este caso. Observa como al
sumar CAPITAL + INTERES se obtiene la cantidad MENSUAL pagada.

VALOR CHRYSLER

TABLA DE AMORTIZACTION TASA DE INTERES: 18.00

MES NETO A FIN. CAPITAL INTERES MENSUAL
E IVA

1 147,204.93 5,003.26 2,539.29 7,542.55
2 142,201.93 5,089.57 2,452.98 7,542.55
3 137,112.10 5,177.37 2,365.18 7,542.55
4 131,934.73 5,266.68 2,275.87 7,542.55
5 126,668.05 5,357.53 2,185.02 7,542.55
6 121,310.52 5,449.94 2,092.61 7,542.55
7  115,860.58 5,543.95 1,998.60 7,542.55
8 110,316.63 5,639.59 1,902.96 7.542.55
9 104,677.04 5,736.87 1,805.68 7,542.55
10  98,940.17 5,835.83 1,706.72 7,542.55
11 93,104.34 5,936.50 1,605.05 7,542.55
12 87,167.84 6,038.90 1,503.65 7,542.55
13 81,128.94 6,143.08 1,399.47 7,542.55
14  74,985.86 6,249.04 1,293.51 7,542.55
15  68,736.82 6,356.84 1,185.71 7,542.55
16  62,379.98 6,466.50 1,076.05 7,542.55
17  55,913.48 6,578.04 964.51 7,542.55
18  49,335.44 6,691.51 851.04 7,542.55
19  42,643.93 6,806.94 735.61 7,542.55
20  35,836.99 6.924.36 618.19 7,542.55
21 28,912.63 7,043.81 498.74 7,542.55
22 21,868.82 7,165.31 377.24 7,542.55
23 14,703.51 7,288.91 253.64 7,542.55
24 7,414.60 7,414.60 127.95 7,542.55
147,204.93 33,816.27 181,021.20

a) Dibuja la gréfica para la cantidad de dinero mensual asignada a capital.

Lo primero que debemos hacer es identificar qué tipo de funcion es. Si
se trata de una exponencial, debe tener un factor de cambio constante. Com-
probémoslo dividiendo los términos:

segundo _ 5089.57

primero  5003.26 Loirz

tercero 517737 _

segundo ~ 5089.57 — 10172

cuarto _ 5266.68 . . )
tercero — 517737 — 1:0172,y asi sucesivamente;

término 24 ~ 7414.60
término 23 = 7288.91

=1.0172
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Seccioén 1.4 = Funcién exponencial = 49

Hasta la cuarta cifra decimal podemos decir que la funcion se ajusta a un
modelo exponencial, ya que al dividir los términos siempre obtenemaos el mismo
resultado, es decir, la funcion tiene un factor de cambio constante.

La gréafica debe ser una curva creciente, pues los valores de capital aumentan;

iDibujalal

8000

6000

4000

2000

b) ¢Cuél seria la ecuacion para la cantidad de dinero asignada a capital, en fun-
cién del tiempo?

Ya sabemos que se trata de una funcion exponencial, pues tiene un fac-
tor de cambio constante. La ecuacion es de la formay = b - a*, pero si toma-
mos la letra C para representar al capital y la letra t para representar al tiempo
(meses), la ecuacion es de la forma C = b - a'. Si tomamos la primera canti-
dad de capital como valor inicial, tenemos que b = 5003.26, y el factor de
cambio ya lo conocemos, es a = 1.0172.

La ecuacién es C = 5003.26(1.0172)"

c) ¢Con qué tasa o razon estd aumentando la cantidad de dinero asignada a ca-
pital?

Para determinar la razén con que crece la cantidad mensual asignada a capital
usamos la formula:a = 1 + r;al sustituir el factor de cambio en la férmula obtenemos

1.0172 = 1 + r, si despejamos r, tenemos que
1.0172 — 1 =r,esdecir,r =0.0172 o r=172%

lo que significa que la cantidad de dinero asignada a capital aumenta a razon de
1.72% cada mes.

EJERCICIO 1

Cada una de la siguientes funciones representa la poblacion de diferentes ciudades, en
millones de personas por afio.

a) P =1.2(1.035) b) P =2.5(1.022)! c) P=11(1.017) d) P=1.5(0.822)"
¢Cual es larazén r con la que crecen o decrecen cada una de las 4 poblaciones?
ajr=___....__ Or=_ ¢r=_____  dr=____

¢ Cual poblacién tiene una mayor poblacion inicial?

¢ Cual es esa poblacion?

¢ Cual poblacién es decreciente?
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EJERCICIO 2

Solucion

EJERCICIO 3

Solucién

EJERCICIO 4

Solucidn

El valor de un auto se deprecia exponencialmente a razén de 8% cada 3 afios, si el
auto se compro nuevo en $240,000 en 1998, plantea una formula para el valor del auto
(V) en funcién del tiempo t y utilizala para calcular el valor que tendra en el afio 2010.

La ecuacion que vas a utilizar es:

El valor inicial esb = el factor de cambioesa =

La ecuacion queda como:

El afio 2010 corresponde al valor t =

Al sustituirlo en la ecuacion, tenemos que: V =

Una sustancia radiactiva se desintegra exponencialmente a razén de 2.4% cada afio.
Con base en esta informacion, determina la vida media de la sustancia.

Si Q es la cantidad de sustancia y t es el tiempo en afios.

¢Qué ecuacion vas a utilizar?

El valor inicial esb = el factor de cambioesa =

La ecuacion es:

Para obtener la vida media, sustituimos Q = y despejamos

¢Podemos despejar la variable?

¢Cémo obtendriamos la vida media?

Lavida mediaest =

La poblacion de un cierto pais era de 60 millones en 1974 y creci6 a una tasa de 8.4%
anual.

a) Escribe una férmula para la poblacién como una funcién del tiempo, en donde t se
mide a partir de 1974,

¢ Qué tipo de funcién es atil para modelar la situacion dada?

Poblacioén inicial b = Tasa de crecimiento r =

Factor crecimiento a =

Férmula para esta funciéon de poblacion

b) ¢Cuél sera la poblacién en 1989, si la tasa de crecimiento no cambia?
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Como aplicar las funciones exponenciales en el area de finanzas

CONSTRUCCION

Conoceras una aplicacién mas de las funciones exponenciales; el calculo del saldo en
una cuenta bancaria, bajo ciertas condiciones, resulta ser una funcién exponencial.

Cuando se tiene algo de dinero y se decide invertirlo, esta inversién ganara in-
tereses.

Si el interés se paga mas de una vez al afio y los intereses ganados no se retiran,
es decir, se reinvierten, se dice que el interés gana interés; a este efecto se le llama in-
terés compuesto, también Illamado interés capitalizable.

Todas las situaciones que plantearemos en esta seccion supondran un interés
compuesto.

La tasa de interés que manejan los bancos es anual, pero ofrece diferentes op-
ciones para el pago, como anualmente, mensualmente, semestralmente, diario, etcé-
tera.

Iniciaremos deduciendo la férmula que nos da el saldo de una cuenta bancaria.
Consideremos la siguiente situacion:

Supon que se hace un deposito inicial de $1000 en una cuenta bancaria que ga-
na 10% de interés capitalizable anualmente y que durante todo ese tiempo no se hace
ningun otro depdsito ni retiro.

¢ Queé tipo de funcidn es Gtil para modelar la situacién dada?

El saldo inicial es b = la tasa de crecimiento (en decimal) esr =

el factor de crecimiento es a = por tanto el saldo en la cuen-

ta a los t afios esta dado por la formula S =

¢Como queda expresada la formula que nos arroja el saldo S en la cuenta, si el
deposito inicial es P (en vez de 1000) y la tasa de interés es r (en vez de 10%)?

¢ Qué pasa si el interés se paga mas de una vez al afio?

En la situacion anterior consideramos que el interés era compuesto anualmente,
es decir, se pagaba una vez al afio. Ahora, si la tasa de interés es del 8 % y elegimos que
sea compuesto trimestralmente, es decir, que se pague cada tres meses, ¢significa que cada
tres meses nos van a pagar 8% del saldo?

Si el interés se paga cada tres meses ¢cuantas veces en el afio nos pagarian?
¢ Qué tasa de interés se pagara cada tres meses?
En general, ¢ qué debemos hacer si el interés r se paga n veces al afio?

¢Cémo cambia la formula del saldo si el interés es compuesto n veces al afio?

Concluimos que la férmula para obtener el saldo S de una cuenta bancaria, si se
hace un depdsito inicial de P y se paga un r% de interés anual capitalizable n veces en
el afo, es:
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iA TRABAJAR!

EJERCICIO 1

Solucioén

EJERCICIO 2

Solucién

EJERCICIO 3

Solucioén

Si se depositan $10,000 en una cuenta bancaria que gana 8.5% de interés anual com-

puesto o capitalizable cada bimestre, ¢, cual es el saldo en la cuenta después de 5 afios?
Sustituye los datos en la férmula y
responde a la pregunta planteada

¢ Qué variable te piden obtener?

Forma en que se capitaliza el interés
Num. de veces al afio que se paga el interésn =
Cual es el valor de:

Deposito inicial P =

tasa anual en decimal r =

Tiempot = Respuesta

¢Cudl fue la tasa de interés que se pago en una inversion, si sabemos que en tres afos
la inversion se duplic6? Supongamos un interés compuesto mensual.
Sustituye los datos en la férmulay
responde a la pregunta planteada

¢Qué variable te piden obtener?

Forma en que se capitaliza el interés
Num. de veces al afio que se paga el interésn =
Cuél es el valor de:

Saldo inicial P =

Tiempot =

Saldo S = Respuesta

Desea invertir en un plan educativo a futuro. Supén que en 18 afios tendra un valor de
$50 000 dolares. ¢ Cuanto debes invertir ahora, si se paga un interés de 9% compuesto
trimestral durante todo el periodo del contrato?
Sustituye los datos en la férmula'y
responde a la pregunta planteada

¢ Qué variable te piden obtener?

Forma en que se capitaliza el interés
NUm. de veces al afio que se paga el interésn =
Cuél es el valor de:

Tasa anual en decimal r =

Tiempot =

Saldot = Respuesta
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El rendimiento efectivo anual: REA

EJERCICIO 4

Solucioén

Al inicio del tema mencionamos que la tasa de interés que manejan los bancos es anual;
si éste se paga una vez al afio, la ganancia porcentual sera la tasa de interés que se pago.
Si el interés se paga mas de una vez al afio, la ganancia porcentual ya no corresponde a la
tasa de interés sino a un porcentaje un poco mayor que la tasa de interés que se esta ofre-
ciendo, esto sucede por el efecto del interés compuesto.

A la tasa que nos dice exactamente cuanto interés pagara la inversion se le lla-
ma rendimiento efectivo anual, y representa el porcentaje que realmente se gana en la
inversion, con respecto al deposito inicial.

El rendimiento efectivo anual (escrito en porcentaje) que llamaremos el REA,
se puede calcular dividiendo el cambio en el saldo después de un afio entre el depési-
to inicial, es decir,

S—-P

REAZT

Para deducir la férmula, supon que deseamos calcular el REA de una cuenta en la
gue se hace un deposito inicial P y que paga un interés de r% compuesto n veces al afio.

SiREA = = , al sustituir la formula del saldo, obtenemos que
r n
P(l + F) -P
REA= ——
P

Al factorizar P en el numerador (factor comin) tenemos que,

Al -]

P

REA =

Si eliminamos la P del numerador con la del denominador tenemos que,
n
REA = [(1 +L> - 1] - 100
n

El REA debe expresarse en porcentaje, por lo que al final deberemos multiplicar por
100 para que esto se cumpla.

¢ Cual es el rendimiento efectivo anual de una inversion que paga diariamente 12% de

interés anual compuesto? Suponga una inversion inicial de $20,000 y 365 dias en el afio.
Sustituye los datos en la féormulay
responde a la pregunta planteada

¢ Qué te piden obtener?

Forma en que se capitaliza el interés

NUm. de veces al afio que se paga el interésn =

Tasa anual en decimal r =

Tiempot = Respuesta
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EJERCICIO 5

Solucion

EJERCICIO 6

Solucioén

Observa que en este ejercicio conocemos el depésito inicial, por lo que podriamos calcu-
lar la ganancia real obtenida (expresada como una cantidad), al restar saldo menos
depdsito inicial, es decir,

Ganancia real (cambio en el saldo) = Saldo — Dep0sito Inicial =

Si queremos obtener el porcentaje de aumento en el saldo, con respecto al
deposito inicial, lo que tendriamos que hacer es dividir el cambio en el saldo entre el de-
posito inicial y con eso obtendriamos el REA.

iCompruébalo!

S —p Cambio en el saldo

REA =5 = "Depésito inicial -

¢Cual fue la tasa de interés que se pagd en una inversion si se sabe que tuvo un

rendimiento efectivo del 9%? Suponga que el interés es compuesto cada mes.
Sustituye los datos en la formula 'y
responde a la pregunta planteada

¢ Qué te piden obtener?

Forma en que se capitaliza el interés
NUm. de veces al afio que se paga el interésn =

Tasa anual en decimal r =

Tiempot = Respuesta

¢Cual fue la tasa de interés que se pagd en una inversion si se sabe que el saldo se in-
crementd 9% en dos afios? Supon que el interés es compuesto cada hora.
Sustituye los datos en la formula 'y
responde a la pregunta planteada

¢ Qué te piden obtener?

Forma en que se capitaliza el interés
NUm. de veces al afio que se paga el interésn =

Depdsito inicial P =

Saldo S =

Tiempot = Respuesta

www.FreeLibros.me



Conjunto de egjercicios 1.4 « 55

Resuelve los siguientes ejercicios.

1.

Dadas las siguientes tablas determinar cual de ellas co-
rresponde a un modelo exponencial.

a) p| 5 10 15 20
q |5520 | 6095 | 6.730 | 7.430

by p/ -3 -1 |1 3| 5
t|45 | 6 | 5 | 45 | 125

Q| x| 2 25 3 35
y | 168.75 | 146.142 |126.562 | 109.606

d | r|-10| 0| 10 | 20
S| 4 | 12 | —20| -52

Cuando contratas un crédito, la mayoria de las veces, una
parte del pago mensual se destina para el pago del capital
financiado y la otra para intereses. La tabla de amortiza-
cién del capital, en el crédito para la compra de un auto a
un plazo de 24 meses con pagos mensuales fijos de $7542.55
est4 dada por:

Mes

0 1 2 3 4 5 6 7

Capital|5003.26|5089.57|5177.37|5266.68|5357.535449.94 | 5543.95 | 5639.59

a) Plantea una posible formula para la cantidad de dine-
ro asignada a capital en funcién del tiempo (medido
en meses). Toma al menos 5 decimales.

b) Utiliza la ecuacion anterior para determinar qué can-
tidad de dinero se asigna a capital y qué cantidad a in-
tereses, del pago mensual correspondiente al primer
afio del crédito.

c) ¢Cual eslarazon con la que crece el pago a capital?

Segun datos publicados en el periddico EI Norte del 21 de
marzo de 2004, el crecimiento de la poblacion en la ciu-
dad de Monterrey ha sido exponencial en el periodo de
1950 a 2000.

Afio 1950 2000
Habitantes 339,282 3,326,604

a) Plantea una férmula para la poblacion en funcion del
tiempo.

b) De continuar esa tendencia ¢,cuél sera la poblacion en
20107

Los siguientes datos muestran la inversién extranjera en
Meéxico en millones de ddlares en el periodo 1998-2001.

Afo 1998 1999 2000 2001

Inversion | 12,500 |15,956.26 | 20,368.18 | 26,000

a) Plantea una férmula para la inversion en funcién del
tiempo.

b) De continuar esa tendencia, estima la inversién en
2005.

Obtén la formula para la funcion representada en cada una de
las siguientes graficas.

5. ¥

(=2,3)

\‘(2’\1)

6. y
(3.6)
(1,2)

7

7. v
(4,10)
3
8. v
(-3,12)
;
X
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9.

10.

11

Deseas adquirir un préstamo para una casa. Al solicitar
informes en una empresa la empleada te dice que el pago
mensual es variable. Para motivar la adquisicion del crédi-
to la primera mensualidad que te dan es muy baja. Te di-
cen que va a ir aumentando, pero que tu sueldo también,
de tal manera que aunque llega un momento en que la
mensualidad es alta, no tendrés problemas para cubrirla.
Sin embargo, a la hora de explicarte muestran la siguien-
te grafica que representa el pago mensual durante todo el
plazo del préstamo.

$ Pago mensual

¢ Te conviene adquirir el préstamo con esa empresa? Jus-
tifica tu respuesta.

Selecciona la opcion que representa la ecuacion de la si-
guiente gréafica. Justifica tu respuesta.

a) y = 3(0.814)* ¢) y = 5.4(1.032)*
by y=6x+4 dy=x>+1

y

/ x

Selecciona la opcidn que representa la ecuacion de la si-
guiente grafica. Justifica tu respuesta.

QP=(@-5°+1
d) P =7.5(2.3)"?

a) P=8-32t
b) P = 20(0.66)'

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

La siguiente gréafica representa el valor de un automovil en
funcion del tiempo transcurrido a partir de su compra. In-
terpreta la gréfica.

$

230,000 €

La siguiente grafica muestra la produccion de una empre-
sa en funcion del capital invertido. Interpreta la gréafica.

P

Resuelve.

La funcién P = 2.5(1.038)"? representa la poblacién (en
millones) de una ciudad, en el tiempo t (en afios). Descri-
be toda la informacién que indica la funcién con respecto
a la poblacion de esa ciudad.

t/5730
La funcién Q = b(§> representa la cantidad de Car-

bono 14 (is6topo radiactivo del carbono) de una sustancia
en el tiempo t en afios. Describe toda la informacion que
indica la funcién con respecto a la sustancia.

La funcion P = (1.7)' representa el consumo de electrici-
dad en kilowatts de una poblacién en t afios. Describe to-
da la informacién que indica la funcién con respecto al
consumo de electricidad.

La siguiente ecuacion V = 140,000(0.15)' representa el va-
lor de un automévil a los t afios. Describe toda la infor-
macion que indica la funcion con respecto al valor del
automovil.

El precio de un articulo aumenta exponencialmente a ra-
z6n de 2% cada 2 afios.

a) Plantea una férmula para el precio como funcién del
tiempo.

b) Utiliza la férmula para determinar cual fue el aumen-
to en el precio del articulo a los 10 afios.

Una sustancia radiactiva se desintegra exponencialmen-
te. Si en 3 meses esta presente 20% de la que originalmen-
te habia, ¢ qué cantidad de sustancia habra al final del afio?
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20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

Plantea la férmula para la cantidad de sustancia en funcion 27.

del tiempo y Usala para contestar la pregunta.

La energia nuclear se puede utilizar para proveer de po-
tencia a vehiculos espaciales. Si inicialmente la fuente ra-
diactiva de poder para cierto satélite provee 40 watts y la

salida decae exponencialmente a una razén de 0.04% ca- 28.

da dia,

a) Plantea una férmula para la cantidad de energia en
funcion del tiempo.

b) Utiliza la férmula para determinar la cantidad de ener- m 29.

gia a los 20 dias.

c) ¢En cuantos dias la fuente radiactiva reducira su sali-
da de energia a 35 watts?

La poblacion de Pakistan expresada en millones de habi- m30'

tantes crece exponencialmente a razén de 2.81% por afio.
Si en 1994 habia 126.4 millones de habitantes,

a) Plantea una férmula para la poblacién como funcién
del tiempo. m31

b) Utiliza la formula para determinar la poblacién en 11
anos.

c) ¢(Enqué afo la poblacioén seria de 200 millones de ha-
bitantes?

32.

La oferta de videograbadoras crece exponencialmente a
una razon de 0.4% por cada peso que aumenta el precio
del producto. Actualmente la oferta es de 150 unidades.
a) Plantea unaférmula para la oferta en funcién del precio.
b) ¢Cudl seria la oferta si el precio es de $16?

La demanda para un nuevo juguete disminuye exponen-
cialmente a una razén de 4.87% por cada peso que au-

menta el precio del juguete. 34,

a) Plantea una formula para la demanda en funcién del
precio.

b) ¢Cual seria la demanda si el precio es de $10? 35.

Cuando se lanza al mercado un libro nuevo, debido a su
publicidad, se venden 25,000 ejemplares. Dos meses des-

pués las ventas fueron de 10,000 ejemplares, suponiendo 36.

un comportamiento exponencial,

a) Planteala formula para las ventas en funcion del tiempo.

b) ¢Cuantos ejemplares se vendieron medio afio después 37.

de su lanzamiento al mercado?

El valor de una maquina copiadora es de $50,000; después
de 5 afios su valor es de $29,700, suponiendo un compor-

tamiento exponencial, 38.

a) Plantealaférmula para el valor de la copiadora en fun-
cion del tiempo.

b) ¢Cual fue el valor de la copiadora 12 afios después de 39.

su compra?

Después de fumar un cigarro que contiene 15 mg de nico-

tina, el organismo la elimina en forma exponencial. Si a 40.

las 18 horas quedan 1.825 mg de nicotina en el organismo,
¢cual es la vida media de esta sustancia?

33.

Conjunto de ejercicios 1.4 < 57

En las primeras etapas de la epidemia del SIDA se estima-
ba que habia 1.3 millones de personas contagiadas, si la
epidemia crecia exponencialmente. Si se sabe que en 15
meses habia 10.4 millones de personas contagiadas ¢ Cudl
es el tiempo de duplicacion de la epidemia?

Después de haber adquirido un bien inmueble, se sabe que
a los 2 afios su valor fue de $ 410,670 y a los 9 afios su va-
lor fue de $1,232,520. Suponiendo un comportamiento ex-
ponencial ¢a qué precio se compré el inmueble?

Utiliza una calculadora graficadora para determinar el pun-
to de equilibrio para una compafiia, si las funciones de cos-
tos e ingresos estan dadas por | = 2.5(1.08*)y C = 3x + 5.
Dibuja en los mismos ejes ambas graficas.

Utiliza una calculadora graficadora para trazar las graficas
de f(x) = 6%,g(x) = 7%, h(x) = 8 en el mismo conjunto de
ejes, en la pantalla [0, 5]x[0, 100]. Comente la relacion en-
tre la base b y el crecimiento de la funcion f(x) = b*.

Utiliza una calculadora graficadora para trazar las gréficas
X X X
de f(x) = (%) ,9(x) = (%) ,h(x) = (%) en el mismo con-

junto de ejes, en la pantalla [0, 4]x[0, 1]. Comenta la relacion
entre la base b y el decaimiento de la funcion f (x) = b*.

El banco paga intereses de 3.69% anual. Si se deposita
$50,000, ¢cuanto dinero habréa en la cuenta después de 5
afios suponiendo que el interés es compuesto trimestral-
mente?

La caja de ahorro de los telefonistas paga intereses de
5.68% anual. Si se deposita $7,000, ¢cuanto dinero habra
en la cuenta después de 8 afios? Supén un interés com-
puesto mensualmente.

Una caja popular paga intereses de 5.73% anual compues-
to bimestralmente. ; Qué cantidad se debe depositar si se
desea tener $63,500 dentro de 12 afios?

Si el banco paga intereses de 2.50% compuesto anualmen-
te. ¢Qué cantidad se debe depositar si se desea tener
$423,000 dentro de 15 afios?

¢ Qué tasa de interés anual tiene un rendimiento efectivo
de 5%? Supo6n que el interés es compuesto semanalmen-
te y que el afio tiene 52 semanas.

¢Cual fue la tasa de interés anual que se pagd en una in-
version si se tiene que en 4 afios el saldo habia aumenta-
do un 60% del deposito inicial? Supon que el interés es
compuesto bimestralmente.

¢ Qué tasa de interés anual triplica el valor de una inver-
sion en 11 afios? Supon que el interés es compuesto se-
mestralmente.

¢ Qué tasa de interés anual tiene un rendimiento efectivo
de 8.2%7 Supdn que el interés es compuesto diariamente,
considera que el afio tiene 365 dias.

¢Cual es el rendimiento efectivo anual en una inversion
si se sabe que paga un interés de 9% compuesto diaria-
mente? Considera que el afo tiene 365 dias.
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41. ¢Cual es el rendimiento efectivo anual en una inversion 43. Una cantidad de dinero se invierte a r% compuesto se-
de $10,000, si se sabe que paga un interés de 12.55% com- mestralmente, si asciende a $56,275.44 al final del segun-

puesto 30 veces al afio?

do afio y a $59,702.62 al final del tercer afio, determina la
tasa nominal de interés r y la suma invertida.

42. Un monto de dinero es invertido a r% compuesto anual-
mente. Si la inversién asciende a $21,632 al final del se-
gundo afio y $22, 497.28 al final del tercer afio, encuentra
la tasa de interés r y la suma invertida.

1.5 FUNCION EXPONENCIAL CON BASE e

CONSTRUCCION

En la seccién anterior analizamos coémo invertir un poco de dinero y ganar intere-
ses pagaderos en diferentes formas, por ejemplo una vez al afio 0 muchas veces al afo.
Ademas, encontramos que si se deposita una cantidad P a una tasa de interés de r%
anual compuesto n-veces al afio, el saldo S en la cuenta después de t afios esta dado
por

B Lnt
S—P<1+n)

Utiliza la formula anterior y supdn que inviertes $1 a una tasa anual de 100% com-
puesta n-veces al afio.  COmo quedaria la formula para calcular el saldo S después de
un afio?

Utiliza la férmula anterior para calcular el saldo para valores de n cada vez mas
grandes. Completa la siguiente tabla:

n S

1

10

100

1000

1000000

10000000

Observa que cuando el valor de n es méas grande (crece sin limite), podemos

1 n
apreciar que el valor de la expresion S = (1 + ﬁ) se aproxima (tiende) al nimero
....,este numero aparece con mucha frecuencia como base de una

funcion exponencial. De ahi que se le da un nombre especial y se representa con la le-
trae.
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Un enfoque geométrico

n
Si dibujamos la gréfica de la funcién saldo, S = (1 + %) , obtenemos:

S

2(
0 n

—80 —60 —40 —20 0 20 40 60 80

Observa como la gréafica tiende a ser constante para valores grandes de n, tanto por la
izquierda como por la derecha; en ambos casos, la funcién se acerca al namero
2.7182818. .., que es el mismo numero al cual tiende S para valores grandes de n.

n
. Lim (1 + l) ~2.7182818...=¢
Podemos concluir queel | 7, n

Si en la situacion anterior tenemos que la tasa de interés es r, el limite es

rn
Lim <1+—> =g’
n— oo n

Observa que en la situacion anterior el nimero de veces que se compone el interés au-
menta sin limite. En este caso, se dice que el interés se compone continuamente.

En general, si se deposita una cantidad P a una tasa de interés de r % anual com-
puesta continuamente, el saldo S en la cuenta después de t afios esta dado por:

S = Pe"

REA
Y el rendimiento efectivo anual para el caso de interés compuesto continuamente esta

dado por la férmula

REA = (" — 1) = 100

Ecuacion de la funcion exponencial base e

La funcién exponencial que utilizamos en la seccion anterior y = b - a* se puede es-

cribir con base e, de la siguiente manera: , donde r representa la razon,

tasa o ritmo continuo con que crece o decrece la funcion, y b aun representa el valor
inicial (interseccion con el eje y o el valor de y cuando la x = 0).
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EJEMPLO 1

Solucién

EJEMPLO 2

Solucién

Cuando utilizar base e

Observa que €' representa el factor de cambio a de la funcién exponencial, es de-
cir,e" = a.

Para cambiar de base, en una funcién exponencial, tenemos que igualar las bases y
resolver la ecuacién anterior.

Cambia a base e la funciény = 2 « 5*.

Queremos que la ecuacion esté escrita de la formay = b - ¢™; para ello igualamos las
bases e" = 5y obtenemos el valor de r.
Recuerda que para obtener el valor de una variable que esta en el exponente uti-
lizamos el método de prueba y error, pues no hemos visto cémo despejarla.
Por pruebay error, r = 1.6094. Al sustituir este valor de r, la ecuacion con base
e queda expresada como y = 2 - %% que es una ecuacion equivalente ay = 2 « 5*
[

Cambia a base a la funciény = 2 - ™,

Queremos que la ecuacion esté escrita de la formay = b - a*; para ello igualamos las ba-
sese” = a y obtenemos el valor de a. Lo Gnico que debemos hacer es obtener el valor de
e~3 con una calculadora cientifica; el resultado corresponde a la base a. Entonces tenemos
que a = 0.049787,y la ecuacién con base a queda expresada comoy = 2 - 0.049787%,

[

Utilizaremos la funcion base e, si la funcion cambia (aumenta o disminuye) exponen-
cialmente con una razon, tasa o ritmo continuo.

Grafica de una funcidn exponencial con base e

La gréafica de la funciony = b - €™, donde b > 0, es una curva que puede ser creciente
o decreciente, esto depende del signo de r en la ecuacion.

Observa en el ejemplo 1 que la funcién exponencial corresponde a una funcién cre-
ciente, ya que la base es a > 1y al cambiar a base e, el exponente quedd positivo.

En el ejemplo 2, la funcidn base e tiene exponente negativo y al cambiarla a base a
resulto ser una funcion decreciente, pues la base es 0 < a < 1.

Entonces, de acuerdo a lo anterior, podemos concluir que: en una funcion expo-
nencial de base e

Sir > 0= la funcidn es creciente.

-5 -4 -3 -2 -1 o1 2 3 4 5
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Seccion 1.5 = Funcién exponencial con base e = 61

Sir < 0= la funcién es decreciente.

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
-2

-4

Al plantear una funcién exponencial con base e debemos asignar el signo correspon-
diente a r, dependiendo de si la funcion es creciente o decreciente.

EJERCICIO 1

Solucidén

EJERCICIO 2

Solucidn

EJERCICIO 3

Solucioén

Si la poblacién de una ciudad es de 6.7 millones de personas y crece exponencialmente
a razon continua de 2.3% cada afio,

a) Para plantear la funcién que representa a esta poblacion, ¢ utilizamos base a o base e?
Justifica.

b) Si P es la poblaciény t es el tiempo la ecuacion queda expresada como:

Al sustituir la poblacién inicial y la razén continua la ecuacién queda como:

Una sustancia radiactiva se desintegra exponencialmente a razén continua de 3% cada
mes. Si la cantidad inicial de sustancia es de 100mg, ¢qué cantidad de sustancia habra
al final de un afio?

Si C es la cantidad de sustancia y t es el tiempo la ecuacion queda expresada como

En esa ecuacion, ¢qué representa b? , ¢la conoces? b=

¢ Qué representa r? , ¢la conoces? r= (jel signol)

La ecuacién queda planteada como:

Utiliza la ecuacion para contestar la pregunta:
¢ Qué cantidad de la sustancia habra al final de un afio?

El carbono 14 es una sustancia que se utiliza para medir la edad de objetos organicos.
Si se sabe que la vida media del carbono 14 es de 5730 afios y que disminuye expo-
nencialmente a razén continua, plantea una ecuacién para la cantidad Q de carbono,
en funcion del tiempo t (en afios).

¢Qué férmula vas a utilizar?

En esa ecuacion, ¢qué representa b? , ¢la conoces? b=

¢ QUuEé representa r? , ¢la conoces?
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EJERCICIO 4

Solucién

EJERCICIO 5

Solucion

EJERCICIO 6

Solucidn

Si no conoces la cantidad inicial, al plantear la ecuacién se deja como b; pero si no co-
noces la razén continua de cambio r, la debes obtener, ya que ésta es la que nos indi-
ca como cambia la funcion.

Para obtener r utilizamos la informacion de la vida media. Observa que en rea-
lidad lo que conoces es un punto que, al ser sustituido en la ecuacion, te permitira en-
contrar el valor de r.

¢Cual es el punto?
La ecuacion queda planteada como:

Por prueba y error, encontramos que r =
La ecuacion es:

Un craneo descubierto en una excavacion arqueologica tiene 12% de la cantidad ori-
ginal de carbono 14. Utiliza la formula del ejercicio anterior para determinar su edad.

¢ Qué variable se te pide obtener?
¢Qué variable conoces? Su valor es
Si sustituyes los datos en la ecuacion, obtendras lo que se te pide.

Si se depositan $10,000 en una cuenta bancaria que gana continuamente 8.5% de in-
terés anual compuesto, ¢cual es el saldo en la cuenta después de 5 afios?

¢Qué férmula vas a utilizar?

¢ Qué variable se te pide obtener?
Cuél es el valor de:

Deposito inicial P = Tasa de interésr = Tiempo t =

Sustituye los datos en la férmula y calcula el valor indicado.

La siguiente tabla muestra una funcidn que crece exponencialmente a razon continua.

0 1 2 3 a) Plantea la ecuacion de la funcion.
2 | 40.171073 | 806.857586 | 16206.167855

¢Qué férmula vas a utilizar?

En esa ecuacion, ;qué representa b? , ¢la conoces? b=
¢QUuE representa r? , ¢la conoces ?
¢ Qué debes hacer para obtener r?
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La ecuacién queda planteada como
Tenemos que r =
La ecuacion es:

b) Utiliza la ecuacién para obtener el valor de y, cuando x = 8

EJERCICIO 7 Cuélesel rendimiento efectivo anual de una inversion que paga 9% de interés anual
compuesto continuamente?

Solucion  ¢Qué te piden obtener?
¢ Qué férmula vas a utilizar?

Cual es el valor de:
r = t =

Sustituye los datos en la férmula y calcula el valor indicado.

Resuelve

1. Lasiguiente tabla define una funcién que crece exponen- 5.
cialmente a razén continua

X 0 1 2 3

y | 3.1 | 3.980479 | 5.111036 | 6.5627

(=2,9)

Plantea la ecuacion de la funcién.

y
2. Lasiguiente tabla define una funcién que decrece expo- \‘&5)
nencialmente a razén continua. i
y

t 0 2 4 6
p 6 2.979512 | 1.479582 | 0.7347386 6.

Plantea la ecuacion de la funcién.

(7, 10)

En los siguientes problemas supén que las gréaficas corresponden
a funciones exponenciales cambia a razon continua. Plantea una
posible ecuacién para cada una de ellas.

3. y 35
“.3) ] x
7. Selecciona la opcién que representa la ecuacién de la si-
/l guiente grafica. Justifica tu respuesta.
X a)y= 40-12x
4 b) y =15 — 3x y
' y C) y= Qe 13

d) y = (1.048)"
(-1.5)

(6, 1/2)
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10.

11

12.

13.

14.

15.

16.

Selecciona la opcidn que representa la ecuacion de la si-
guiente grafica. Justifica tu respuesta.

¢) y = 7(0.98)"
d) y = 12¢ 1%

a) y=5x+3
b) y = 4e%™

/ x

La funcion P = 5.3¢*%! representa el precio en millones
de pesos de un terreno en el tiempo t (en afios). Describe
toda la informacion que indica la funcion con respecto al
precio del terreno.

La funcion Q = 2e%% representa el nimero de personas

contagiadas en una epidemia en t dias. Describe toda la
informacion que indica la funcién con respecto al nime-
ro de personas contagiadas.

La funcion V = 14.6e % representa el valor de un auto-
movil (en miles de pesos) en el tiempo t (afios). Describe
toda la informacion que indica la funcidn con respecto al
valor del automovil.

Convierte las siguientes funciones a la forma P = ba'.
¢ Cuadl representa crecimiento exponencial y cual decai-
miento?

a) P = 23" b) P =124e7%

Convierte las siguientes funciones a la forma P = ba'. ; Cual
representa crecimiento exponencial y cual decaimiento?

a) P = 0.48e>% b) P = 24e 0%

Un auto de $184, 350 se deprecia exponencialmente a ra-
z6n continua de 2.5% cada afio,

a) Plantea una formula para el valor del auto como fun-
cién del tiempo.

b) Utiliza la formula para calcular el valor del auto a los
5 afios.

Una poblacidn de bacterias crece exponencialmente a ra-
z0On continua cada mes. Si en 3 meses aumento 18% de la
gue originalmente habia,

a) Plantea una férmula para la poblacion en funcion del
tiempo.

b) Utiliza la formula para determinar en qué porcentaje
aumento la poblacién en un afio.

El gas de invernadero méas abundante es el diéxido de car-
bono. Seguin el prondstico de la Organizacién de las Nacio-
nes Unidas en el “peor escenario” la cantidad de dioxido
de carbono en la atmosfera (en partes por millén, en vo-

17.

18.

19.
20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

-

28.

lumen) crece exponencialmente a razén continua de
0.353% al afio. Si se sabe que en el afio 1750 habia 277 par-
tes por millon,

a) Plantea una formula para la cantidad de dioxido de
carbono en la atmdsfera en funcion del tiempo.

b) Utiliza la férmula para calcular la cantidad de diéxido
de carbono en la atmdsfera en el afio 2000.

Un medicamento elimina un 25% de la cantidad de virus
presentes en el organismo de la persona cada 8 horas. Supo-
niendo que la cantidad de virus cambia exponencialmente
a razon continua, plantea una férmula para esa razén.

La oferta de un producto crece exponencialmente a razon
continua de 8% por cada peso que aumenta el precio del
producto. Si actualmente se ofrecieron en el mercado
15,000 unidades,

a) Plantea una formula para la oferta en funcién del precio.
b) ¢Cual sera la oferta cuando el precio es de 17 pesos?

Una institucion financiera paga intereses de 7% anual. Si
se depositan $80340, ;cuanto dinero habra en la cuenta
después de 15 afios? Supdn un interés compuesto conti-
nuamente.

Una institucion financiera paga intereses de 5.4% anual.
Si se depositan $78, 525, ;. cuanto dinero habra en la cuen-
ta después de 13 afios. Suponga un interés compuesto con-
tinuamente.

¢ Cuanto debe depositarse ahora en una cuenta bancaria si
se desea tener $50,000 de saldo dentro de 3 afios? La tasa de
interés que se paga es de 14% compuesta continuamente.

¢ Cuanto se debe depositar ahora en una cuenta bancaria
si se desea tener $120,000 de saldo dentro de 5 afios? La
tasa de interés que se paga es de 9.2% compuesta conti-
nuamente?

¢Cual es el rendimiento efectivo anual de una inversion
si paga un interés de 4.7% compuesto continuamente?

¢Cual sera el rendimiento efectivo anual en una inversién
de $20, 000, si paga un interés de 3.25% compuesto conti-
nuamente?

Una inversion de $30, 000 se compone de manera continua,
durante los primeros 2 afios con una tasa de 8.3% y los si-
guientes 5 afios a una tasa de interés de 10.5%. Calcula el
valor de la inversién después de 7 afios.

Una inversion de $5000 se compone continuamente, du-
rante 3 afios a una tasa de 4.26% y a los siguientes 6 afios
auna tasa de interés de 7.13%. Calcule el valor de la inver-
sion después de 9 afios.

Utiliza una calculadora graficadora para trazar las gréfi-
cas de f(x) = e%* g(x) = €*, h(x) = e*** en el mismo con-
junto de ejes en la pantalla [—2, 2]x[0, 4]. Explica el efecto
de la constante k en la gréfica de f(x) = e**.

Utiliza una calculadora graficadora para trazar las grafi-
cas de f(x) = e %% g(x) = e h(x) = e ** en el mismo
conjunto de ejes en la pantalla [—2, 2]x[0, 4]. Explica el
efecto de la constante k en la gréfica de f(x) = e**.
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1.6 FUNCION INVERSA

iA REFLEXIONAR!

Los datos que aparecen en la siguiente tabla se obtuvieron de una factura expedida por
la Compariia de Aguay Drenaje de Monterrey en el afio 2000. De todos es sabido que
el cobro por el servicio de agua depende de la cantidad de metros cubicos que se hayan
consumido.

m = consumo 5 20 35 50
(enm?)

C = cobro por el 27.7964 111.1857 194.575 277.9642
servicio (en pesos)

Es evidente que los datos proporcionados en la tabla corresponden a una fun-
cion, ya que se cumple que a cada valor de consumo m le corresponde un Unico valor
de cobro por servicio C, por tanto podemos denotar la funcién como C = f(m), de tal
forma que la expresion f (20) = 111.1857 significa que si se consumen 20m® de agua pa-
garemos $111.1857.

Leamos ahora la informacion al revés, es decir, si vamos a pagar $111.1857, esto
significa que consumimos 20m?® de agua en el mes.

Esa relacion al revés, i representa una funcion?

Es decir, si escribimos la tabla como:

C = cobro por el 27.7964 111.1857 194.575 277.9642
servicio (en pesos)

m = consumo 5 20 35 50
(enm?)

¢ Se cumple que a cada valor de cobro por el servicio C le corresponde un uni-
co valor de consumo m? . Entonces, esa relacion al revés, ¢es una funcion?

A esa relacion al revés que cumple con la condicion para ser funcién la lla-
maremos funcién inversa y la denotaremos como f 2.,

¢Cémo quedaria la notacidn para el consumo como una funcion del cobro por
el servicio?

En diagramas, la funcién queda representada como:

funcion funcién inversa
X y y X
variable variable variable variable
independiente dependiente independiente dependiente
Dominio Rango Dominio Rango
La funcién se denota como:y = f(x) La funcion se denota como x = f “1(y)
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Observa como en la funcién inversa todo cambia; ahora la variable independiente es
y y la dependiente es x; el dominio lo forman el conjunto de posibles valores de y, el
rango o imagen el conjunto de correspondientes valores de x; la notacion funcional
también cambia, ahora x queda escrita en funcion dey.

Para que la inversa sea una funcion, se debe cumplir que cada valor de y se relacione
con un Unico valor de x.

Cabe aclarar que NO todas las funciones tienen una inversa. Analicemos la si-
guiente situacion: cada estudiante n en la clase de Matematicas | tiene unay solo una
edad E, por lo tanto E = f(n) es una funcion; sin embargo, es seguro que habré dos o
mas estudiantes con la misma edad, asi que al pensar al revés, n = f “*(E) no es una fun-
cion, por tanto se dice que la funcion original E = f(n) no tiene inversa.

Observa el diagrama:

variable independiente variable dependiente
Alumnos f Edades

f L no es funcién
-

Si en una funcién f, a dos o més valores del dominio les corresponde el mismo valor
en el rango, entonces la funcién no tiene inversa.

Prueba de la linea horizontal

Otra forma de comprobar si una funcidn tiene inversa es mediante la prueba de la
linea horizontal; para utilizar esta prueba es necesario conocer la gréfica de la funcién
y consiste en lo siguiente:

Si toda linea horizontal que tracemos en la grafica de la funcion la corta en un
solo punto, entonces decimos que la funcidn tiene inversa, ya que se estaria relacio-
nando un valor de y con un unico valor de x. Si observamos que al menos una linea
horizontal corta a la grafica en 2 0 mas puntos, entonces decimos que la funcion no
tiene inversa. Por ejemplo,

Esta funcién no tiene una inversa; hay por lo menos una linea horizontal que
corta tres veces la grafica.
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Esta funcidn si tiene una inversa; cualquier linea horizontal que tracemos, corta
una sola vez la grafica.

Ecuacion de una funcion inversa

Si tenemos la funcion y = f(x), la ecuacion de la inversa se obtiene al despejar x como
funcion dey, es decir, x = f(y).

3X
2x—1

EJEMPLO 1 Obténlaecuacion de la funcion inversa para la funcion y =

Solucion  Paraobtener la ecuacion de la funcién inversa debemos despejar x en funcién de y, para
ello utilizaremos las reglas de despeje que aprendimos en nuestros cursos de algebra.

Al pasar el denominador del lado derecho hacia el lado izquierdo, obtenemos,
y (2x — 1) = 3x

efectuamos la multiplicacion del lado izquierdo y obtenemos
2xy —y = 3X

puesto que queremos despejar x, dejamos de un lado de la igualdad los términos con
X y en el otro lado los que no tienen x; es indistinto hacia qué lado lo pasemos. Al ha-
cerlo obtenemos

2Xy —3Xx =y
tomamos x como factor comun:
X(@2y-3) =y

Por ultimo, al despejar x nos queda x = Wy__g . Esta es la ecuacion de la fun-
cién inversa.

Grafica de la funcion inversa

La grafica de la funcién inversa es la grafica de la funcion reflejada, con respec-
toalalineay = x.

EJEMPLO 2 Dibujalagréafica de la funcion inversa de la funcién dada en la gréfica.

Solucion  Debemos reflejar la grafica de la funcién con respecto a la lineay = x; para ello primero
dibujamos la grafica de la funcién y, y luego la reflejamos.
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2 funcion

rectay = x

funcion inversa

Observa cémo la gréafica de la funcion pasa por el punto (0, 1) y la funcién inversa pasa
por el punto (1, 0), es decir, se voltea el punto; eso mismo ocurrird en cualquier punto
que tomes. I

EJERCICIO 1

Solucién

Sugerencia

Conclusion

En cada una de las siguientes funciones, determina si existe la inversa.

a) C = f(a),donde C representa la calificacion final de matematicas de los alumnos a.

Para resolver este ejercicio, pregunta a 4 o 5 comparfieros su nombre y su calificacion.
funcion inversa

variable independiente variable dependiente  variable independiente variable dependiente

90[0/®

¢Cada uno de tus compafieros tiene asignada una Unica calificacion?
¢ Todos los comparieros del grupo habran obtenido calificaciones diferentes?

¢Cual es la condicién para que exista la inversa?

¢Se cumple?

¢La funcién dada tiene inversa? Justifica

b) N = f(a),donde N representa el nimero de matricula de los alumnos a del ITESM.
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funcion inversa
variable independiente variable dependiente  variable independiente  variable dependiente

OO0

¢Cual es la condicién para que exista la inversa?

¢ Se cumple? Justifica

c) N = f(d), donde N representa el nimero de estudiantes de la clase de matematicas
gue cumple afios el dia d del afio.

funcién inversa
variable independiente variable dependiente  variable independiente  variable dependiente

OO 00

¢Cudl es la condicion para que exista la inversa?

¢ Se cumple? Justifica

V25 + 403

EJERCICIO 2 Lafunciénl = 100

televisores.

representa el ingreso obtenido al vender una cantidad q de

Solucion a) Silafunciénes | = f(q), ;cémo queda expresada la funcién inversa?

b) Plantea la ecuacion de la inversa.

¢ Qué tienes que hacer para obtener la ecuacion de la inversa?

Encuentra la ecuacion

c) ¢Qué informacién nos da la funcion inversa?
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EJERCICIO 3 Utiliza la prueba de la linea horizontal para determinar si las siguientes funciones

tienen inversa:

Soluciéon a) >

(o

0
2/ -3 -2 -1 0 1 2 3

b) Y

v

-1 0 1 2

—4

¢ Tiene inversa?

¢ Tiene inversa?

Justifica

Justifica

En los ejercicios 1 a 6 determina si existe la inversa para las fun-
ciones definidas por las siguientes tablas; si existe, proporciona el
dominio y el rango.

L x| -2|-1]0] 1
y| 4|1 0] 1] 4

-1 0 | 1|12 2
128 | 4| 6 | 1

3. Elcrecimiento de lamancha urbana del area metropolita-
na de Monterrey.

t (afios) 1765 | 1880 | 1900 | 1950 | 2000
m (hectareas) | 58 | 800 | 1145 | 6467 | 57,282

4. Las ventas mensuales de una empresa en miles de pesos.

Mes | Enero |Febrero|Marzo|Abril | Mayo | Junio
Ventas| 52 70 72 60 72 75

5. El porcentaje de alumnos de tiempo completo inscritos en
la carrera de LAF (Licenciado en Administracién Finan-
ciera) en el ITESM.

2001 2001 2002 2002 2003 2003
Tiempo | Ene-May | Ago-Dic | Ene-May | Ago-Dic | Ene-May | Ago-Dic

% de
alumnos| 91.86 89.05 88.18 87.57 85.17 79.87

6. La cantidad de alumnos extranjeros inscritos a nivel profe-
sional en el ITESM, campus Monterrey.

2001 2001 2002 2002 2003 2003
Semestre | Ene-May | Ago-Dic | Ene-May | Ago-Dic | Ene-May | Ago-Dic

NUm. de
alumnos 726 714 673 662 651 662

En los ejercicios 7 a 10 obtén la ecuacion de la inversa de las fun-
ciones.

__ b
1 S=3,
8. y:\/axfl
9. y=V8x—9
_ 900
10. P—16O+,[+10

Resuelve lo que se te pide.

11. Lafuncion P = 2.5(1.036)' representa la poblacion de una
ciudad en el tiempo t en afios.
a) ¢Qué informacién te da la inversa de esa funcién?
b) ¢Puedes obtener la ecuacion de la inversa?

t/4

12. Lafuncion Q =5+ | representa la cantidad de medi-

2
camento en la sangre de una persona t horas después de

haberse administrado.
a) ¢Qué informacion te da la inversa de esta funciéon?
b) ¢Puedes obtener la ecuacion de la inversa?

13. Lafuncion N = 60 + %p representa el nimero de unidades
vendidas de un producto cuando se invierten p pesos en
publicidad.

a) Obtén la ecuacion de la funcién inversa.
b) ¢Qué informacidn te da la inversa de esa funcion?
En los ejercicios 14 a 19 determina si existe la inversa para las

funciones dadas (justifica tu respuesta); si existe, proporciona el
dominio y el rango.

14. T = f(d), donde T representa la maxima temperatura re-
gistrada en el dia d del afio.
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15.

16.

17.

18.

19.

M = f(a), donde M representa los municipios de Nuevo
Leon (Monterrey, San Pedro, San Nicolas, etcétera) y a
es el alcalde del municipio.

P = f(g), donde P representa a los profesores de Mate-
maticas | y g los grupos de Matematicas 1.

N = f(h), donde N representa el nimero de alumnos que
esta en la biblioteca y h es la hora del dia.

B = f(p), donde B representa el nUmero de boletos de ci-
ne que se pueden comprar con p pesos.

C = f(w), donde C representa el costo del recibo de elec-
tricidad cuando se consumen w kwatts.

1.7 FUNCIONES LOGARITMICAS

Seccion 1.7 = Funciones logaritmicas = 71

Resuelve lo siguiente:

20.

21.

La funcién de ingresos para una compaiiia esta dada por
I = 100q y la funcién de costos totales es C = 1200 + 28q.

a) Plantea la funcion de utilidad.
b) Obtén la inversa de la funcion utilidad.
c) ¢Qué representa en términos practicos la inversa?

Una empresa que produce libretas gasta mensualmente
$15, 000 en renta, $2380 en servicios y $20,000 en sueldos.
Si el costo de fabricar cada libreta es de $12:

a) Plantea la funcién de costo.
b) Obtén la inversa de la funcion costo.
c) ¢Qué representa en términos practicos la inversa?

CONSTRUCCION

Sabemos que la funcién exponencial y = a* es creciente si a > 1,y es decreciente si
0 < a < 1;en cualesquiera de los dos casos sus graficas son como las que aparecen en

las siguientes figuras

y

Funcién exponencial
creciente (a > 1)

Funcién exponencial
decreciente (0 <a <1)

Si utilizamos la prueba de la linea horizontal que vimos en la seccion anterior,
podemos concluir que la funcién exponencial y = a* (ya sea creciente o decreciente)
tiene inversa y sabemos también que para encontrarla es necesario despejar la variable
independiente x; el problema para despejarla es que se encuentra en el exponente, por
lo que en esta seccidn presentaremos una estrategia para despejar variables que se en-
cuentran en exponentes y esto nos conducira a definir la funcion logaritmica.

Iniciemos resolviendo la ecuacion 8* = 64.
Observa que el lado izquierdo de la igualdad es una funcién exponencial con

base 8. Para determinar el valor de x que satisfaga la ecuacion basta con responder la

siguiente pregunta:

¢A qué exponente x hay que elevar la base 8 para obtener el niUmero 64? Es
obvio que el valor de x debe ser 2, porque 8% = 64
Este nimero x = 2 recibe el nombre de logaritmo base 8 de 64 y se denota por

2 = logs 64.

Si quisiéramos resolver la ecuacién 10¥ = 1000, lo primero que debemos notar
es que la funcion exponencial del lado izquierdo de la igualdad tiene base 10, asi que
para determinar el valor de y que satisfaga la ecuacién debemos encontrar el exponente
y al que hay que elevar la base 10 para obtener el nimero 1000. ;Lo encontraste?

iBien!'y = 3, porque 10° = 1000.

Este nUmero y = 3 recibe el nombre de logaritmo base 10 de 1000 y se denota

por 3 = log 1000.
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¢Por qué no escribimos 3 = log,, 1000? Porque cuando la base que se esta utilizando
es la base 10, no se escribe la base. Asi que, siempre que veamos escrito log n, debemos
sobreentender que la base corresponde a la base 10.

Ahora ya tenemos una estrategia para encontrar la inversa de la funcién expo-
nencial y = a*; sabemos que hay que despejar x, y para hacerlo podemos escribirla
como a* =y, que es la forma que tienen las ecuaciones de los ejemplos anteriores.
Como x es el exponente al que hay que elevar la base a para obtener el nUmero y, en-
tonces x debe ser el logaritmo base a de y que se denota por x = log, y; de esta forma
ihemos despejado la variable que esta en el exponente!

Funcion logaritmica de base a

La funcién logaritmica de base a se define como la inversa de la funcién exponen-
cial de base a.

Es decir,x = log,y siys6losi a‘=y

endondex >0 y aesunnumero real positivo diferente de uno.

El dominio de la funcion log, x es el conjunto de valores de x tales que x > 0,y su ima-
gen es el conjunto de todos los nimeros reales.

Grafica de la funcién logaritmica

Ya que la funcién logaritmica de base a es la inversa de la funcién exponencial base a,
podemos dibujar su gréfica reflejando la grafica de la funcidn exponencial con respecto
alalineay = x; esto puede observarse en la siguiente figura:

y
funcion expongncial
2

rectay = x

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
] funcion logaritmica

Funcidén logaritmo natural

En la seccion 1.5 (pag. 59) encontramos el valor del nimero e = 2.71828182846... Este
ndmero se usa con mucha frecuencia como base de la funcién exponencial; se utiliza
tanto, que recibe el nombre de base natural.

Para resolver la ecuacién e’ = x, debemos encontrar el exponente y al que hay
que elevar la base natural e para obtener el nUmero x. Si seguimos la l6gica de los ejem-
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plos anteriores diriamos que y debe ser el logaritmo base e de x; sin embargo, cuando
en la funcién exponencial se usa como base la base natural e, el exponente y recibe el
nombre de logaritmo natural de x y se denota comoy = In x.

La funcion logaritmo natural de X, se denota por In x y se define como la inversa
de la funcion exponencial de base e.

Es decir,y = In x siy solosi ey =X, en donde x>0

El dominio de la funcion In x es el conjunto de valores de x tales que x > 0,y la
imagen es el conjunto de todos los valores reales.

Valor numérico de un logaritmo

EJEMPLO 1

Solucion

EJEMPLO 2

Solucién

Al inicio de esta seccion presentamos ecuaciones exponenciales en las que encon-
tramos facilmente el valor del exponente, lo cual generalmente no ocurre. Para en-
contrar los logaritmos de niumeros cualesquiera necesitamos utilizar la calculadora.
Analiza los siguientes ejemplos.

Resuelve la ecuacion 10' = 5y encuentra el valor numérico del exponente t.

Para resolver la ecuacion dada debemos despejar t, y su valor es el logaritmo base 10 de
5, que en forma logaritmica se escribe como t = log 5; sin embargo, no sabemos cual es el

valor numérico de log 5, para encontrarlo, pulsa en tu calculadora las teclas
y obtendras que t = 0.698970 (en algunas calculadoras el orden en el que se pulsa es

[log]). .

Suponga se depositaron $20,000 en una cuenta bancaria y después de un afio el saldo
en la cuenta es de $21,940. Si el banco capitalizé el interés continuamente y no se hizo
ningun otro depésito ni retiro, ¢ cuél fue la tasa nominal que pagé el banco?

Para contestar la pregunta, primero debemos plantear la ecuacion que describa la
situacion anterior. De acuerdo con los datos del enunciado, sabemos que corresponde
a un modelo exponencial con base e y que cumple la siguiente igualdad:

Saldo después de un afio = (depdsito inicial)e®?

Al sustituir los valores dados la ecuacion quedaria 21,940 = 20,000e".

Para resolverla hay que despejar el exponente r.

Primero pasamos dividiendo el 20,000 al lado izquierdo de la igualdad, para
obtener la ecuacion

1.097 = ¢

El valor del exponente r es el logaritmo natural de 1.097, que en forma logarit-
mica se escribe como r = In 1.097.
Para encontrar su valor numérico pulsa en tu calculadora la tecla |E| y luego pul-

sa el nimero 1.097 (en algunas calculadoras el orden en el que se pulsa es | 1.097 |E|).

¢Qué namero obtuviste? r =

El valor obtenido representa la tasa nominal que pago el banco.
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EJEMPLO 3

Solucién

Resuelve la ecuacién 2 = 3*y encuentra el valor numérico del exponente Xx.

¢Qué debemos hacer para resolver la ecuacion?

Escribe el exponente x en forma logaritmica, x =

Busca en tu calculadora la tecla | 109 X | para obtener el valor numérico de x

¢Pudiste encontrarlo?

Era de esperarse; esto se debe a que las calculadoras solamente manejan los
logaritmos base 10 y los logaritmos naturales.

A continuacién presentamos una lista de propiedades que te seran Utiles para re-
solver tanto ecuaciones exponenciales como logaritmicas, y con las que siempre podras
encontrar el valor numérico del logaritmo.

Propiedades de los logaritmos

Las propiedades de los logaritmos tienen multiples aplicaciones; en este curso las uti-
lizaremos solamente para resolver ecuaciones exponenciales, es decir, para despejar
variables que se encuentran en un exponente.

Cuando necesitamos resolver una ecuacion exponencial de base 10, se re-
comienda utilizar el logaritmo base 10, “log” , y para resolver ecuaciones exponen-
ciales de base e, se utiliza el logaritmo natural “In”.

Para resolver ecuaciones exponenciales con bases diferentes a la 10y a la e,
podemos utilizar cualquiera de los dos tipos de logaritmos; sin embargo, aqui uti-
lizaremos los logaritmos naturales.

Propiedades

Logaritmo base 10 Logaritmo natural (base €)
1. Log(AB) = LogA + LogB 1. In(AB)=InA+1InB
2. Log(%) = LogA — LogB 2. In(%) =InA-InB

3. LogA® = B LogA 3. InAB=BInA

4, Log(10%) = A 4. In(e) = A

5. 10-°9% = A 5. eMA=A

6. Log(10) =1 6. Ine=1

7. Log(l) =0 7.In1=0

¢Cual es la diferencia entre las propiedades del logaritmo base a 'y del logaritmo
natural?
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EJEMPLO 4 Resuelve las siguientes ecuaciones exponenciales, utilizando las propiedades de los

Solucion

iA TRABAJARI

logaritmos.

a)2=3%

Observa que la variable que debemos despejar aparece en el exponente, por
lo que para despejarla debemos convertirla en una ecuacién logaritmica. Aplica-
mos el logaritmo natural en ambos lados de la ecuacion y obtenemos:

In2 =1In3*

Si aplicamos la propiedad 3 de los logaritmos naturales, bajamos el expo-
nente, el cual queda multiplicando al logaritmo natural de 3:

IN2=x-1In3
Como la variable ya no aparece en el exponente, ya es posible despejarla;
pasamos el In 3 dividiendo y obtenemos:

X = :E—g , Obtenemos su valor con una calculadora y tenemos que x = 0. 6309297.
Este valor representa el nimero al que hay que elevar el 3 para que dé como
resultado 2.

b) 1.5« 2% = 2¢*

Observa que la variable que debemos despejar aparece en el exponente, por
lo que para despejarla debemos convertirla en una ecuacién logaritmica. Aplicamos
el logaritmo natural en ambos lados de la ecuacion, y obtenemos:

In(1.5 - 2*) = In(2¢")

En ambos lados de la ecuacién aparece dentro del paréntesis un producto
(multiplicacion), por lo que primero debemos utilizar la propiedad 1 para separar
los factores; al hacerlo tenemos que:

IN15+IN2>*=1In2+ In¢e

En el lado izquierdo utilizamos la propiedad 3 para bajar el exponente,y en
el lado derecho utilizamos la propiedad 4 que nos indica que el logaritmo natural
elimina a la funcion exponencial base e (por ser funciones inversas una de la otra),
y como resultado queda solamente el exponente:

IN15+3x<In2=In2+x

Para despejar la variable, dejamos en una lado de la ecuacion los términos
que tienen x y en el otro lado los que no tienen; al hacerlo obtenemos:

3XeInN2—-—x=In2—-1Inl1l5

En el lado izquierdo sacamos la x como factor comun y por Ultimo despejamos:

In2—-1In15

5o 1 = 026651009

X(3In2-1)=1In2 — In 1.5 entonces x =

EJERCICIO 1 Resuelve parat lasiguiente ecuacion:

5(4') = 7(3%)

Solucion  Paradespejar t, cpuedes bajarla directamente del exponente?
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EJERCICIO 2

Solucién

EJERCICIO 3

Solucién

¢ QUuEé necesita tener la ecuacion para poder bajarla?
Aplica propiedades y resuelve la ecuacion.

En cada uno de los siguientes ejercicios no enfatizaremos el planteamiento de la fun-
cion, pues es algo que ya hicimos con detalle en las secciones 1.3 y 1.4. Enfatizaremos
el uso del logaritmo natural para contestar la pregunta planteada. I

La poblacion de una ciudad crece exponencialmente a razén de 2.5% cada dos afios.
De continuar esta tendencia, ¢dentro de cuantos afios se duplicara la poblacién?

Primero debes plantear la ecuacion para la poblacion como una funcion del tiempo.

La ecuacion es:

Utiliza la ecuacion anterior para plantear la ecuacion necesaria para encontrar
el tiempo de duplicacion de la poblacion.

iReflexional

¢(En dénde se encuentra la variable que se te pide?

¢ Qué tienes que hacer para obtener la variable?
iResuélvelal

Uno de los principales contaminantes en un accidente nuclear como el de Chernobyl, es
el estroncio 90, que se desintegra exponencialmente a razon continua de 2.47% al afio.
¢Cual es la vida media del estroncio 90?

Primero debes plantear la ecuacion para la cantidad de contaminante como una fun-
cion del tiempo.

La ecuacion es:

Utiliza la ecuacion anterior para plantear la ecuacion necesaria para obtener la
vida media del estroncio 90

jReflexiona!

¢(En dénde se encuentra la variable que se te pide?
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Solucién

EJERCICIO 5

Solucioén

Seccion 1.7 = Funciones logaritmicas = 77

¢ Qué tienes que hacer para obtener la variable?

iResuélvela!

El precio de cierto articulo aumenta exponencialmente a razén continua. Si sabemos
que en 3 afios aumentd 60% de su valor original, ¢cudl es el tiempo de duplicacion
para el precio de ese articulo?

Primero debes plantear la ecuacién para el precio del articulo como una funcion del
tiempo.

La ecuacion es:

Utiliza la ecuacion anterior para plantear la ecuacién necesaria para encontrar
el tiempo de duplicacion para el precio del articulo.

iReflexiona!

¢En donde se encuentra la variable que se te pide?

¢ Qué tienes que hacer para obtener la variable?

iResuélvela!

Una poblacién de bacterias disminuye exponencialmente. Si en 3 dias hay 20% de las
que originalmente habia, ¢cuéal es la vida media de esa poblacion?

Primero debes plantear la ecuacién para la poblacién de bacterias como una funcién
del tiempo.

La ecuacion es:

Utiliza la ecuacion anterior para plantear la ecuacién necesaria para encontrar
la vida media de la poblacion de bacterias

jReflexiona!
¢En ddnde se encuentra la variable que se te pide?

¢ Qué tienes que hacer para obtener la variable?

iResuélvela!
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EJERCICIO 6

Solucion

EJERCICIO 7

Solucidn

EJERCICIO 8

Solucioén

¢Cuanto tiempo tardara en triplicarse una inversion, si gana un interés de 9% com-
puesto bimestralmente?
¢Qué férmula vas a utilizar?
¢ Qué variable se te pide obtener?
Cual es el valor de:

NUmero de veces al afio
Deposito Tasa que se paga
Saldo S = inicial P = interésr = el interésn =

Sustituye los datos en la férmula y calcula el valor indicado.

¢ Qué tienes que hacer para obtener la variable indicada?

iResuélvelo!

Una sustancia radiactiva disminuye exponencialmente. Si la vida media de la sustan-
cia es de 25 dias y la cantidad inicial es de 1000g, ¢cudndo quedara reducida a 20% de
la que originalmente habia?

Primero debes plantear la ecuacioén. La ecuacion a utilizar es:

Con la ecuacién, contesta la pregunta que planteamos en el enunciado de este
ejercicio.
jReflexiona!

¢Qué variable conoces? ¢Que variable se te pide obtener?

¢ QUué tienes que hacer para obtener la variable?
iResuélvela!

¢Cudl fue la tasa de interés que se pag0 en una inversion, si se tiene que en tres afos
la inversion se duplic6? Supongamos un interés compuesto continuamente. I

¢Qué férmula vas a utilizar?

¢Qué variable se te pide obtener?

Cual es el valor de:
Saldo S = Deposito inicial P = tiempot =
Sustituye los datos en la formula y calcula el valor indicado.
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¢ Qué tienes que hacer para obtener la variable indicada?

iResuélvelo!

En los ejercicios 1 a 10 resuelve las ecuaciones.

1
3.
5.
7
9

) 4'[ — Z(St) 2. 25X+2 = 53><*4
Set = 3 4, 2% = e¥1
40273 = 7(6Y) 6. 2.5(1.3)Y = 0.39(6%)
% = P2 8. (e = g2

1.01(2.027%) = 3.42(e™¥/%)  10. 20e"° = 100(1.84)'

Resuelve los siguientes problemas.

11.

La siguiente tabla muestra cémo el precio de cierto articu-
lo afecta las ventas.

p (pesos) 25 27 129 (31|33

V (cientos de unidades) |384.16 | 274.4 | 196 | 140 | 100

12.

13.

a) Plantea la formula para la demanda en funcion del
precio.

b) ¢Cual fue el precio si se vendieron 50 cientos de uni-
dades?

La siguiente tabla muestra la cantidad de sustancia toxica,
en miligramos, existente en el medio ambiente a las t ho-
ras del dia 27 de marzo de 2003.

t 0 6 12 18 24
Q | 17.8 | 8.6642 | 4.2163 | 2.0528 | 0.9992

a) Plantea una ecuacion, suponiendo que la sustancia de-
crece exponencialmente a razén continua.

b) Utiliza la ecuacién para determinar en cuantas horas la
cantidad de la sustancia seria 2.9423mg.

La siguiente tabla muestra la poblacion en cierta ciudad (en
miles de habitantes) en el tiempo t (afios) a partir de 1990.

t 0 3 6 9 12

P | 520 | 1100.84 | 2330.48 | 4933.62 | 10444.48

14.

a) Plantea una ecuacién suponiendo que la poblacién cre-
ce exponencialmente a una razén continua.

b) Utiliza la ecuacion para determinar en que afio la po-
blacién es de 99,094.48 miles de habitantes.

La siguiente tabla muestra las utilidades, en miles de pe-
sos, de una empresa durante sus primeros 5 afios de ope-
racion.

—

1 2 3 4 5

129.3715 |133.5114 | 137.7838 | 142.1929 | 146.743

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

a) Plantea la férmula para la utilidad en funcion del
tiempo.

b) De continuar con la misma tendencia, ¢a los cuantos
afios la utilidad sera de $ 177.27 miles de pesos?

Debido a un programa de planificacién familiar, la pobla-
cién de cierta ciudad disminuye exponencialmente a razon
continua de 0.6% cada afio. De continuar esta tendencia,
¢cudl serd la vida media de esa poblacion?

El elemento radiactivo polonio, disminuye exponencial-
mente a una razén continua de 0.71% por dia. ;Cual es la
vida media de esa sustancia?

El nimero de visitantes al famoso parque de diversiones
Disneylandia crece exponencialmente en periodos de va-
caciones escolares. Si el nimero de visitantes en el tercer
dia de vacaciones fue 12% mas con respecto al inicio del
periodo vacacional, ¢cuantos dias tienen que pasar para
que se duplique el nimero de visitantes?

La tasa de robos en la ciudad de Monterrey tiene un com-
portamiento exponencial se triplica cada 5 meses. Calcu-
la el tiempo de duplicacion.

La vida media de una sustancia radiactiva es de 3 meses.
Si estd disminuyendo exponencialmente a razén continua:

a) ¢Cual es larazén continua con la que disminuye la sus-
tancia?

b) ¢En cudntos meses quedara 5% de lo que habia origi-
nalmente?

En un esfuerzo por disminuir costos, una compaiiia pla-
nea reducir su fuerza de trabajo exponencialmente a razén
continua. Si actualmente emplea a 500 trabajadores y den-
tro de 12 meses tendra 370, ¢ cudl es la razdn continua con
la que disminuye el nimero de trabajadores?

Una papeleria estima que el valor de una maquina copia-
dora se deprecia exponencialmente a razén continua. Si
el valor de compra fue de $15,000 y a los 3 afios su valor
es de $10,222.08, ;cuanto tiempo transcurrird para que su
valor sea $3500?

En una agencia de automoviles, el precio de contado de
los autos tipo A crece exponencialmente cada afio a una
tasa de 8.816%. Si el modelo 2003 se vendi6 en $152,000,
¢qué modelo costara $213,115?

¢ Cuénto tiempo tardara en duplicarse una inversion si ga-
na un interés de 13% compuesto continuamente?
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24,

25.

26.

217.

28.

compuesto continuamente?

$80,000?

¢Cuanto tiempo debera transcurrir para que el valor de 29. ¢Queé tasa de interés anual tiene un rendimiento efectivo
una inversion aumente 70% si se paga un interés de 6.4% anual de 7.58%, suponiendo un interés compuesto conti-
nuamente?

Supongamos que inviertes $35,000 en bonos del gobierno 30. ¢Cual fue la tasa de interés que se pago en una inversion
japonés. Si el interés es de 7.3% compuesto anualmente, si se sabe que en 10 afios la inversion triplico su valor? Su-
¢cuantos afios debes esperar para que tu inversion valga pén un interés compuesto continuamente.

31. Una inversion se compone continuamente durante 2 afios
Siinviertes $180,240 en un banco que ofrece un interés de a una tasa nominal de r% y durante 4 afilos méas a una ta-
8.4% compuesto 13 veces al afio, ¢ cuantos afios tienes que sa nominal de 2r%. Si al término de 6 afios se duplicé la in-
esperar para que tu inversion valga $298,000? version, determina el valor der.
Si se depositan $18,500 en un banco y se desean tener 32. Una persona tiene una inversion de $300,000 en un ban-

$50,000 dentro de 4 afios, ¢ qué tasa de interés compuesto
continuamente debe de pagar el banco?

¢Cudl seré la tasa de interés de una inversion de $10,000
compuesta continuamente, si después de 3 afios incremen-
ta su valor a $18,320?

co que le paga una tasa de interés de 9% compuesta con-
tinuamente, y desea utilizarla para comprar una propiedad
con un valor actual de $528,000. Si ésta se devaltia a 3.8%
anual, ¢cuénto tiempo tiene que esperar dicha persona pa-
ra poder realizar la compra?

1.8 OPERACIONES CON FUNCIONES

Existen diferentes formas de efectuar operaciones con funciones, algunas de ellas son
las operaciones basicas: suma, resta, multiplicacion y division; el resultado de estas ope-
raciones es una nueva funcién. Mencionaremos a manera de repaso las operaciones
bésicas, no las explicaremos con detalle, pues son similares a las operaciones con ex-
presiones algebraicas que aprendiste en los cursos de algebra.

Pondremos énfasis en la funcion compuesta, que es una forma diferente de efec-
tuar operaciones con funciones, a esta operacion se le llama composicion.

Suma, resta, producto y cociente

Las funciones, al igual que los nimeros, pueden combinarse efectuando operaciones
entre ellas; el resultado después de sumar, restar, multiplicar o dividir dos o més fun-
ciones, es nuevamente una funcion.

Para realizar cualesquiera de las operaciones anteriores, simplemente efectta la
operacion entre los valores de las funciones y, de ser posible, simplifica la expresion me-
diante las reglas que aprendiste en &lgebra; por ejemplo,

Suma de funciones
Sif(x) =x*+5yg(x) =x —2,lasumade fygsera (f + g)(x) = f(x) + g(x)
=X +5)+(x—2)

=x>+x+3

Resta de funciones

Para restarlas se debe especificar si se quiere f — g o g — f, ya que la resta no es conmu-
tativa (es decir, no se obtiene el mismo resultado). Supongamos que se quiere f — g,

(f=9)(x) =1(x) —9(x)
=(*+5)—(x—2)
=x+5—-x+2

F—gX)=x*—x+7
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Multiplicacion de funciones

El producto de fy g se denota por fg. Esta operacion cumple con la conmutatividad,
pues da el mismo resultado multiplicar fg que gf, recuerda que el orden de los facto-
res no altera el producto. El resultado de una multiplicacion de funciones se obtiene
de la siguiente forma:

(fa) () = f()9(x)
= (X +5)(x —2)
(fg)(x) = x® — 2x* + 5x — 10

Division de funciones

El cociente, al igual que la resta, no es conmutativo. Supongamos que queremos f/g:
f ~f(x) f _xX*+5
(g)(x) ) <g>(x) " %2

No profundizaremos en este tipo de operaciones ya que, como te habras dado
cuenta, es muy sencillo realizarlas.

EJEMPLO 1

Solucién

Sea f(x) y g(x) un par de funciones. La funcion compuesta denotada f o g se define
como fog = f(g(x))

Observa que la composicion es equivalente a evaluar una funcion en otra funcion. Para
hacerlo, sustituimos la segunda funcion en las x de la primera funcién. A la funcién
que queda adentro se le llama interna y a la que queda afuera se le llama externa. El
resultado es una nueva funcion.

La composicion tampoco es conmutativa, ya que fog # go f.

La composicion también puede ser g o f incluso f o f 0 g o g. Estas quedarian
definidas como:

= gof=g(f(x) = fof=1(f(x)) > g°9=19(3(x)

X
X+1

yh() = Vx

Si las funciones fy g estan definidas como: g(x) =

a) Efectlia la composicion g o h

Efectuar la composicion de g o h es equivalente a escribir la nueva funcién g(h(x))
Para obtenerla debemos escribir la funcion h(x) en las x de la funcién g (x); la fun-
cion hes lainternay la g es la externa. Al efectuar la composicion, obtenemos:

_Vx
VX +1

b) Efectla la composicion h o g

g(h(x)) =

Efectuar la composicion de h o g es equivalente a escribir la nueva funcion

h(g(x)).
Para obtenerla debemos escribir la funcion g(x) en las x de la funcién h(x); la fun-
cion g es lainternay la h es la externa. Al efectuar la composicién, obtenemos:

h(@(9) = \/(X 1)
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iA TRABAJAR!

EJERCICIO 1 Efectta las composiciones indicadas para las funciones:
fx)=In2x+1) y gx) =¢*
a) fog b) fof ) g°g

Solucion  a) Escribe cdmo se define la funcién compuesta: fo g =

¢Cual es la funcion interna? y, ¢la externa?

Describe lo que debes hacer para efectuar la composicion

iResuélvela!

b) Escribe como se define la funcion compuesta: fo f=

¢Cual es la funcion interna? y, ¢la externa?

Describe lo que debes hacer para efectuar la composicion

iResuélvelal

c) Escribe como se define la funcién compuesta: g o g=

¢Cual es la funcién interna? y, ¢la externa?

Describe lo que debes hacer para efectuar la composicion

iResuélvela!

EJERCICIO 2 Lasiguiente funcion ya esta compuesta, identifica cual es f(x) y cual es g(x).
h(x) =ge f=VInx + 3

La respuesta no es Unica. Identifica dos soluciones.

Solucion  ¢Cuél es la funcién interna de h(x)?

¢Cual es la funcion externa de h(x)?

Entonces, f(x) = y 9(x) =

Otra solucién es:

¢Qué otra funcidn puedes tomar como interna?

Entonces, ¢la externa es?
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iEscribelas!
f(x) =

y g(x) =

Cuando una funcién compuesta se requiere descomponerla en dos funciones, la res-
puesta no es Unica; sin embargo, en el tema de derivadas que estudiaremos en el siguien-

te capitulo necesitaremos identificar la funcién mas externa.

En los ejercicios 1 a 8, para cada par de funciones, obtén las si-
guientes composiciones:

7.
8.

a) fog c) fof

b) gof d) g°g
Oy o) =5

F(x) = 26%°S 000 =5

f(x) = In(xd g(x) = €

f(x) = VX2 + 3x gx) =x + 1

) =3 +x+ 1 900 =25

f(X)=Vx—1 g(x) = In(1 — 2x)

f(x) = e g(x) = e

f(x) = 3V g(x) = x°

Encuentra posibles funciones y/o que den como resultado las
composiciones de los problemas 9 al 16.

9.
11.
13.
15.

g(f () = VInx 10. g(f(x)) = In Vx
f(f(x) = e 12. f(f(x)) = In(Inx)
f(gx)) = Vx2+5 14, (X)) =(x+1)°-2

9(g() = (¢ +5°+5 16 g(g(x)) = Vx

Resuelve lo que se te pide:

17.

18.

CONSTRUCCION

La demanda x de cierto articulo esta dada por x(p) = 5823
— 20p, donde p es el precio unitario del articulo. El ingre-
so mensual I, obtenido de las ventas de este articulo esta
dado por I(p) = 5823p — 20p?. Expresa el ingreso en fun-
cion de la demanda.

La demanda x de cierto articulo esta dada por x(p) =eP,
donde p es el precio unitario del articulo. El ingreso men-

19.

20.

21.

22.

sual I, obtenido de las ventas de este articulo esta dado por
1(p) = peP. Expresa el ingreso en funcion de la demanda.

En la industria cervecera, el costo total de fabricar g cajas
de cerveza, esta dado por C(q) = 8g% + 2q + 1200 (en mi-
les de pesos) y la cantidad de cajas de cerveza producidas
en las primeras t horas de trabajo esta dada por q(t) = 32t,

a) Expresa el costo total de fabricacion en funcién de las
horas de trabajo.

b) Obtén el costo de produccidn después de 5 horas.

Una industria del calzado tiene un costo total de produc-
cion de C(q) = 100 + 5q + ¢, donde ¢ son pares de zapa-
tos. Si se fabrican q(t) = 3t pares de zapatos en las primeras
t horas del proceso de produccion,

a) Expresa el costo total en funcion de las horas de pro-
duccion.

b) Obtén el costo de produccién después de 8 horas.

Una empresa construye g miles de viviendas por afio, don-

de q(r) = r® + 10 y r es la tasa de interés hipotecaria. La
tasa de interés varia de acuerdo con la siguiente formula:

_ 2t o
rt) =8 — i a los t afos,

a) Expresa g en funcion de tiempo.

b) Calcula el nimero de viviendas que construye la em-
presa a los 3 afios.

La industria cafetalera colombiana tiene una funcién de
demanda diaria de q(p) = p? — 3p kilogramos de café,
cuando el precio es de p pesos por kilogramo. Si dentro
de t dias el precio del café sera de p(t) = 4t? + t + 65 pe-
sos por kilogramo,

a) Expresa la demanda diaria de café en funcién del
tiempo.

b) ¢Cuantos kilogramos de café se venden en 20 dias?

1.9 EFECTOS EN LA GRAFICA DE UNA FUNCION AL SUMAR, RESTAR
O MULTIPLICAR UNA CONSTANTE

Cuando agregamos una constante a una funcién obtenemos una nueva funcion. En
este punto nos interesa saber como es la grafica de esa nueva funcion.
Para esto realizaremos la investigacion 3 que se encuentra en el apartado de

anexos.

Cuando la resuelvas, lograras descubrir cudl es el efecto en la grafica de una fun-
cion al sumar, restar o multiplicar una constante por una funcién; es importante que

primero realices la investigacion que se te indica ya que esto te permitird aprovechar
toda la riqueza en cuanto a aprendizaje de conceptos y habilidades que puedes lograr.
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Desplazamientos rigidos

Distorsiones

Siy = f(x) es una funciéon y C > 0, entonces para obtener la grafica de:
1. y = f(x) + C, la gréfica de f(x) se desplaza C unidades hacia
2. y = f(x) — C, lagréfica de f(x) se desplaza C unidades hacia
3. y = f(x + C), la gréafica de f (x) se desplaza C unidades a la
4. y = f(x — C), la grafica de f(x) se desplaza C unidades a la

Este tipo de efecto es Ilamado rigido, pues la grafica no sufre ninguna alteracion.
Los desplazamientos rigidos ocurrirdn siempre que aparezca una constante
sumando o restandoaxoay.

Reflejos

1. y = Cf(x), la grafica de f(x) se estira o se comprime verticalmente, de acuer-
do con el valor de C.

a) Si C > 1 lagréafica se en un factor C.
b) Si0 < C < 1lagraficase en un factor C.

2. y = f(Cx), la gréfica de f (x) se estira o se comprime horizontalmente de-
pendiendo del valor de C.

a) Si C > 1lagrafica se en un factor % .

b) Si0 < C < 1lagraficase en un factor % .

Este tipo de efecto es llamado distorsion, debido a que al alargar o encoger la gra-
fica, ésta sufre una alteracion que la hace ver diferente a la original (mas abierta o mas
cerrada).

Las distorsiones ocurrirdn siempre que aparezca una constante multiplicando a
Xxoay.

Por ejemplo, si la nueva funcién se expresa como:

- y = 2f(x), el efecto es estirar verticalmente al doble la grafica de la funcion

original.

e y= % f(x), el efecto es comprimir verticalmente a la mitad la gréafica de la
funcién original.
- y = f(2x),el efecto es comprimir horizontalmente a la mitad la gréafica de la

funcion original, ya que el valor de C es 2 y el factor en que debe comprimir-

sees—4 ==
c 2

e y= f(% x), el efecto es estirar horizontalmente al doble la gréafica de la fun-

cién original, ya que el valor de C es % y el factor en que debe comprimirse es
1 1

1. y = —f(X), la gréfica se invierte verticalmente (arriba <> abajo), es decir,
ocurre un reflejo con respecto al eje x.
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2. y = f(—x), la gréfica se invierte horizontalmente (derecha <> izquierda), es
decir, ocurre un reflejo con respecto al eje y.

Este tipo de efecto es llamado reflejo porque al invertirse la grafica es como si
se estuviera reflejando con respecto a alguno de los ejes.
El reflejo ocurrira siempre que aparezca un signo negativo multiplicandoaxoay.

1. De las reglas anteriores podemos concluir que siempre que la constante esté
sumando, restando o multiplicando a las x, el efecto sera similar al compor-
tamiento del eje x, es decir, a la izquierda, a la derecha, o efecto horizontal.

Cuando esté sumando, restando o multiplicando a las y, el efecto sera
similar al comportamiento del eje y, es decir, hacia arriba, hacia abajo, o efec-
to vertical.

2. El orden adecuado en que deben efectuarse las operaciones es de adentro
hacia afuera; primero lo que esté adentro del paréntesis con x y después lo que
esté cony, es decir:

1° operaciones con x
2° operaciones con 'y

EJEMPLO 1 Dibujalagréfica de la nueva funcion, a partir de la grafica de f(x) dada.

Describe si se trata de un movimiento rigido, distorsién o reflejo.

Obtenga f(x + 3).

Solucion  Si comparamos la expresion original f(x) con la que se pide, f(x + 3), identificamos
que la diferencia es el nUmero 3 que esta sumando a x.
Por las reglas anteriores sabemos que esto produce un desplazamiento rigido en
la funcion. La regla 3 indica un desplazamiento hacia la izquierda de 3 unidades; al
hacerlo, la grafica nos queda como:

Funcioén transformada

Observa que la parabola esta exactamente igual que la original; solamente se movié
hacia la izquierda, pero la forma y la abertura es la misma que presenta la funcion
original.
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EJEMPLO 2 Dibuja la gréafica de la nueva funcién, a partir de la grafica def (x) dada.

Describe si se trata de un movimiento rigido, distorsion o reflejo.

y

) y=109

-5 -4 -3 42 -1 1 2 3 4 5

Obtenga 2f (x) —1.

Solucion  La diferencia entre la funcién original y la que se pide, ¥ (x) —1, es el 2 que la mul-
tiplica 'y el 1 que se resta a la funcion, es decir, ambos efectos son para
Por las reglas anteriores sabemos que esto produce una distorsion y un des-
plazamiento rigido, respectivamente, la regla 1 indica un alargamiento ey al doble de
su valor, y la regla 2 indica un desplazamiento de una unidad hacia abajo.
Segun la regla que establece el orden en que deben efectuarse las operaciones
tenemos:

1° Alargamiento vertical al doble.

2° Desplazamiento rigido hacia abajo de una unidad; al hacerlo, la gréafica que-
da como:
Funcion transformada

Observa que al alargarse verticalmente al doble, la grafica no queda igual que la ori-
ginal, es por eso que decimos que la grafica se distorsiona.

EJEMPLO 3 Dibuja la grafica de la nueva funcién, a partir de la grafica def (x)dada.

Describe si se trata de un movimiento rigido, distorsion o reflejo.

2

y=f(
O\ X

Obtenga — f (2x).
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La diferencia entre la funcién original y la que se pide, — f (2x), es el 2 que multiplica
a la x y el signo negativo que multiplica a la funcién, es decir, el primero es un efecto
para x y el segundo es un efecto paray.

Por las reglas anteriores sabemos que esto produce una distorsion y un reflejo,
respectivamente. La regla 2 indica que la gréafica se encoge o comprime horizontal-
mente, en este caso a la mitad de su valor, y la regla 1 indica que la gréfica se invierte
verticalmente, es decir, se refleja con respecto al eje x.

Segun la regla que establece el orden en que deben efectuarse las operaciones es:

1° Encoger o comprimir horizontalmente a la mitad.
2° Invertir verticalmente la gréfica, al hacerlo la grafica queda como:

Funcion transformada

-3 -2 —1\?1 2 3

-2

Observa que, en efecto, la grafica se encogio horizontalmente y se invirtié. Ahora abre
hacia arriba.

Dibuja la gréfica de la nueva funcion, a partir de la grafica dada de f(x).

Describe si se trata de un movimiento rigido, distorsion o reflejo.

y

y=r
12 4 5

X

Obtenga f (3x — 15).

La diferencia entre esta funcién y la original es que aparece un 3 multiplicando a la x
y un 15 que se resta al 3x; ambos efectos son horizontales.

Por las reglas anteriores sabemos que esto produce una distorsién y un des-
plazamiento rigido, respectivamente. La regla 2 indica que la gréafica se encoge hori-
zontalmente; en este caso, a una tercera parte de su valor. La regla 4 indica que la gréafica
se desplaza hacia la derecha; es importante enfatizar que el nimero de unidades que se
desplaza NO es 15, ya que la expresion que se encuentra entre paréntesis no tiene la for-
ma f (x — ¢); como esta expresado en la regla 4; lo primero que debemos hacer es fac-
torizar adentro del paréntesis para que esté expresado de tal forma que el coeficiente de
x sea 1, al hacerlo obtenemos f (3x — 15) = f (3(x — 5)).
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EJEMPLO 5

Solucién

Observa que al factorizar la expresion nos queda ( x — 5) como desplazamien-
to rigido; es decir, se debe desplazar 5 unidades hacia la derecha.

De acuerdo con la regla, el orden en que deben efectuarse las operaciones es el
siguiente:

1° Desplazar horizontalmente 5 unidades hacia la derecha.

2° Encoger horizontalmente a una tercera parte.

La gréfica queda como:

Funcioén transformada
y

10

y 5 fEx-p)

-10

Observa que la nueva grafica qued6 mas cerrada que la gréafica original; esto sucede
porque ahora se encoge a una tercera parte.

Dibuja la gréafica de la nueva funcion, a partir de la gréafica de f (x) dada.
Describe si se trata de un movimiento rigido, distorsién o reflejo.

y

4 y=f@

Obtenga f (%x)

La diferencia de esta funcién con la original es el 3 que multiplica a la x.

Por las reglas anteriores sabemos que esto produce una distorsion de la grafica
de la funcidn. La regla 2 indica que la gréfica se alarga horizontalmente al triple de su
valor; al hacerlo la grafica nos queda como:

Funcién transformada
y

y=£(153)

-8 —6 —4 -2 0 2 4 6 8

Observa que al alargarse horizontalmente la parabola se abre mas.
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iA TRABAJARI!

EJERCICIO 1 Uitiliza las reglas anteriores para graficar la nueva funcién, a partir de la gréfica f (x) dada.
Escribe en la linea el efecto geométrico y si se trata de desplazamiento rigido, distorsion o
reflejo. Marca los puntos exactos por los que va a cruzar la grafica con el eje x y el eje y.

Solucion a) f(x) — 2

1° Determina si es desplazamiento rigido, distorsion o reflejo

2° Identifica la regla que debes utilizar

3° Describe lo que indica la regla con respecto al cambio de la gréafica

4° Dibuja la gréfica.

b) f(%x)

1° Determina si es desplazamiento rigido, distorsion o reflejo

2° Identifica la regla que debes utilizar

3° Describe lo que indica la regla con respecto al cambio de la grafica

4° Dibuja la gréfica.
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¢) f(—x + 1)

Observa que en esta expresion hay 2 efectos por resolver.

1° Determina si es desplazamiento rigido, distorsion o reflejo

2° Identifica las reglas que debes utilizar

3° Describe lo que indican las reglas con respecto al cambio de la gréafica

4° Escribe el orden en que vas a aplicar las reglas:

Primero

Segundo

5° Dibuja la gréfica.

Primer efecto

Segundo efecto

y

y

d) —3f (2x + 8)

Observa que en esta expresién hay 4 efectos por resolver.

Primer efecto

y

1° Determina si es desplazamiento rigido, distorsion o reflejo

2° ldentifica las reglas que debes utilizar

3° Describe lo que indican las reglas con respecto al cambio de

Segundo efecto

y

Tercer efecto

o B o o O

¥y

—5-4-3-2-1 |0

1 2 3 45

-
>

la gréfica

4° Escribe el orden en que vas a aplicar las reglas:

Primero

Segundo

Tercero

Cuarto

5° Dibuja la gréfica.

Cuarto efecto

y

o B o 0 O

—5-4-3-2-1 101 2 3 4 5
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EJERCICIO 2 sindibujar la gréfica de la funcién y = e X, escribe el efecto en la nueva funcion.

a) y = %exﬁi
¢(En qué difiere esta funcion de la funcién original?

y

¢ Qué efectos producen esas diferencias? Escribelos en el orden en que
deben efectuarse.

by y=e2+1
¢(En qué difiere esta funcién de la funcién original?

: y

¢ Qué efectos producen esas diferencias? Escribelos en el orden en que
deben efectuarse.

c) y= —2¢&"
¢En qué difiere esta funcién de la funcién original?

y

¢ Qué efectos producen esas diferencias? Escribelos en el orden en que
deben efectuarse.

d) y=4e¥>18 -2

¢En qué difiere esta funcién de la funcién original?

y

¢ Qué efectos producen esas diferencias? Escribelos en el orden en que
deben efectuarse.

y

EJERCICIO 3 a) Enlasiguiente figura toma como base la grafica de la funcion y = f(x) y selecciona
la opcidn que describa correctamente las transformaciones hechas sobre la grafica
de f para obtener la gréafica (A), asi como la ecuacion para dicha grafica.

y=F()

N W b
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b)

A. Primero se desplaza dos unidades hacia abajo y luego tres unidades
a la derecha, lo que en forma matematica se describe con la ecuacion

y = [f(X)—2]-3.

B. Primero se desplaza tres unidades a la derecha y luego dos unidades
hacia abajo, lo que en forma matematica se describe con la ecuacion
y =f (x+3)—-2.

C. Primero se desplaza dos unidades hacia abajo y luego tres unidades a
la derecha, lo que en forma matematica se describe con la ecuacion
y =f(x—2)+3.

D. Primero se desplaza dos unidades hacia abajo y luego tres unidades a
la derecha, lo que en forma matematica se describe con la ecuacion
y = [f(X)—2]+3.

E. Primero se desplaza tres unidades a la derecha y luego dos unidades
hacia abajo, lo que en forma matematica se describe con la ecuacién
y =f(x—=3)-2.

En la siguiente figura, toma como base la grafica de la funciony = f (x) y se-
lecciona la opcién que describa correctamente las transformaciones hechas
sobre la grafica de f para obtener la gréafica (A), asi como la ecuacion para di-
cha grafica.

y=F()

A. Primero se refleja sobre el eje x, luego se desplaza tres unidades hacia
arribay por ultimo se desplaza cuatro unidades hacia la izquierda, lo que
en forma matematica se describe con la ecuaciony = f (—x+3)+4.

B. Primero se desplaza tres unidades hacia arriba, luego se mueve cuatro uni-
dades a la izquierda y por ultimo se refleja sobre el eje x, lo que en forma
matematica se describe con la ecuaciény = —[f (x)+3]—4.

C. Primero se refleja sobre el eje x, luego se desplaza cuatro unidades hacia
laizquierday por ultimo se desplaza tres unidades hacia arriba, lo que en
forma matematica se describe con la ecuaciony = f (—x+4)+3.

D. Primero se desplaza cuatro unidades a la izquierda, luego se refleja sobre
el eje x y por ultimo se desplaza hacia arriba tres unidades, lo que en for-
ma matematica se describe con la ecuaciony = —f (x+4)+3.

E. Primero se desplaza cuatro unidades a la izquierda, luego se mueve tres
unidades hacia arriba y por ultimo se refleja sobre el eje x; la ecuacion es
y = —[f(x+4)+3].

www.FreeLibros.me



Conjunto de ejercicios 1.9 - 93

En los ejercicios 1 a 4, a partir de la gréfica de la funcién, obtén la
gréafica de las nuevas funciones describiendo los efectos gréficos.

1 y

24

<

(-3,-2)
a) f(x) + 2 b) f(x + 1)
) 2f(x) d) f(—x)
2. y
3
2
1
0 X
— -2 -1 0 1 2 3 4
1
-2
a) f(x) — 1 b) f(x — 3)
0 %f(x) d) f(—x)
3. y
2
1
X
-1 1
-1
-2
a) —f(x) + 1 b) f(x + 3)—2
0 ~f(4x) d) 3 1(-x)
4, y

2) %f(%x)

c) —f(x—3)

b) f(—x)—1
d) f(2(x - 1))

En los ejercicios 5 a 8 utiliza la siguiente figura para trazar la gra-
fica de la funcién que se indica.

y
3
2
1
X

-6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 /5
-1
-2
-3

5. —f(—x)—4 7. f(—2x) + 3
1 1
6. —3f(x+5) 8. f(—3x+6)

En los ejercicios 9 a 12 utiliza la siguiente figura para trazar la gra-
fica de la funcién que se indica.

9. f(—2x—4)+1 11 ~3f(~x +5)
10, —3f(x—2) -2 12. 1+2f<%x+9>

En los ejercicios 13 a 16 utiliza la siguiente figura para trazar la
grafica de la funcidn que se indica.

y

13. 5 - 3f(—x + 4)
14, —15f(-2x) — 2

Realiza lo que se te pide.
17. Describe los efectos gréaficos en la nueva funcion siy = In x.
a) y=In(—x—05)
b) y = 5In(3)
c)y=-In(x+8) -4
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18. Describe los efectos graficos en la nueva funcion siy = x°. 21. Utilizando la grafica de y = x2, menciona los efectos geo-

8) y = 3(x+5)°
b) y = (3x)°+ 2

¢) y=—-5(x—4)>

19. Describe los efectos graficos en la nueva funcién si

y=((G7)
a) y = 4(5.7)¥/?
b) y = —(5.7)**

) y=0(7)"*+6

20. Describe los efectos graficos en la nueva funcion siy =

x*+ D(x + 2)

9y =33 1 (x|
b) y = —[(x + 1)+ 1}[0( +1)+ 2]

c) y= [(*ZX)“ + 1}[(72x) + 2] +5 ]‘0

métricos necesarios para obtener la siguiente gréafica.

e — — — — — — —

—1 0 1 2 3 4 6
-1

22. Utilizando la gréfica de y = V25 — x? menciona los efectos
geométricos necesarios para obtener la siguiente gréfica.

y
——————— 9

al- - === = =

0
-1

1.10 FUNCION POLINOMIAL

CONSTRUCCION

Las funciones polinomiales surgen al sumar o restar funciones potencias con expo-
nentes enteros positivos.
Estas funciones se definen como:

Una funcién polinomial es de la formay = ax" + a, X" 1 + a,_,x""2 +...+a,
Donde:

n es un nUmero entero positivo
a; representa los coeficientes de las x en cada término, y
a, se conoce como coeficiente principal (el coeficiente de la potencia mas alta)

Reglas de polinomios: Estas son algunas reglas de polinomios que nos seran de
utilidad para dibujar su gréfica.
1. Elgrado de un polinomio lo determina el exponente més grande de su variable.

2. El coeficiente principal es el nlmero que acompafia al término que tiene la
potencia mas alta.

3. El ndmero de raices que tiene un polinomio coincide con su grado.

Grafica de una funcién polinomial

La gréafica de un polinomio depende de su grado. Para descubrir como es la grafica de
un polinomio de cualquier grado y llegar a una generalizacion, utilizaremos los resul-
tados obtenidos en la Investigacion 4 que se encuentra en la seccion de anexos. Com-
pleta la siguiente tabla.

Llamaremos “vuelta” al lugar en donde la funcién cambia de creciente a decreciente
0 viceversa. También podemos llamarle “cresta”.
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Secciéon 1.10 « Funcién polinomial < 95

Si el coeficiente principal Si el coeficiente principal
Grado es positivo Numero de vueltas es negativo

1 /\
(VAN

22| C

5 VW

1. Observa la relacion que existe entre el grado y el nimero de vueltas. EI na-
mero de vueltas es siempre una unidad menos que el numero de grado.

2. También podemos identificar que si el grado del polinomio (con coeficiente
positivo) es par, la grafica empieza de arriba hacia abajo, y que si es impar la
grafica empieza de abajo hacia arriba (observando de izquierda a derecha).

3. Las gréficas con coeficiente principal negativo se invierten; si es par empieza
de abajo hacia arriba y si es impar empieza de arriba hacia abajo.

4. Engeneral, todos los polinomios que son del mismo grado tienen la misma for-
ma, sélo que a veces los vemos diferentes porque las constantes que los afectan,
también afectan la gréafica (la encogen, la alargan, la desplazan, etcétera).

Las observaciones anteriores nos permitiran dibujar un polinomio de cualquier
grado.

Ecuacion de un polinomio

Utilizaremos la forma reducida para plantear la ecuacion del polinomio, para ello nece-
sitamos conocer todas sus raices.

Siry, 1y, I3, Iy, €tC... son las raices del polinomio, su ecuacion esta dada por:
Y = K(X=r)(X=r)(X=rg)(X—ry) ...
donde k representa al coeficiente principal.

Observa que para cada raiz existe un factor de la forma (x —r).

Recuerda gue a) Los ceros o raices del polinomio son los puntos en donde y = 0. En estos puntos,
la grafica del polinomio cruza con el gje x; a estos puntos les llamaremos raices
simples o sencillasy se representarén en la ecuacion como (x — ry).
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Por ejemplo:

La grafica corresponde a un polinomio de grado

Con coeficiente principal de signo

Sus raices son r; = yr,=

Utiliza la ecuacion reducida de un polinomio y = K(X—r)(X—r)(X—r3)(X—r,) ...

y obtén la ecuacion:

b) Las raices dobles se representan en la ecuacion como (x—r,)? en estos pun-
tos la gréafica del polinomio rebota con el gje x.

Por ejemplo:

10

o

Observa cémo en x = 4 la grafica rebota, es decir, llega al nimero 4y se regresa; la gréa-
fica no cruza al eje x.

La gréfica corresponde a un polinomio de grado

Con coeficiente principal de signo

Sus raices son r; = I = yr; =

Utiliza la ecuacion reducida de un polinomio y = k(X—r)(X—r,)(X—r3)(X—r,) ...

y obtén la ecuacion:

c) Las raices triples se representan en la ecuacion como (x—r,)% Podemos identi-
ficar la raiz triple (encerrada en el circulo), ya que la grafica se comporta en ese
valor como una funcién cubica bésica, positiva o negativa; se diferencia de una
raiz sencilla, que también cruza al eje x, ya que en ese punto la gréfica del poli-
nomio llega al eje x antes del punto, se pega al eje x en ese nimero y sale después
del punto; es decir no entra y sale por el mismo punto al cruzar el eje de las x.

En una raiz triple la gréfica da 2 vueltas.
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iA TRABAJARI!

Seccion 1.10 = Funcién polinomial = 97

Por ejemplo:

100

50,

-3 42 -1/|0\1 2.8 4

50

—100

El polinomio tiene una raiz simple en

Una raiz doble en

Una raiz triple en

Utiliza la ecuacion reducida de un polinomio y = k(X—r)(X—r,)(X—r3)(X—r,). ..

y obtén la ecuacion;

La raices de un polinomio pueden ser reales o complejas; en este curso trabajaremos
solamente con raices reales.

EJERCICIO 1

Solucién

Dibuja una posible gréafica para el polinomio y contesta en las lineas lo que se te indica.
a)y=3x2—-5x—2x>+6

El polinomio es de grado ¢Cuantas vueltas va a tener la grafica?

El coeficiente principal es La grafica empieza

Dibuja la gréafica:

b) y = —2x% — 5x% + 12x* — 9x
El polinomio es de grado ¢Cuantas vueltas va a tener la grafica?

El coeficiente principal es La grafica empieza
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98 - Capitulo 1 = Funciones, representacion y analisis

Dibuja la gréafica.

EJERCICIO 2 Plantea la ecuacion del polinomio dado en la grafica y proporciona el valor del coefi-
ciente principal.

-6 -4 2 o\ 2 4
-2
-4

Solucidon  ;Cuéntas vueltas tiene el polinomio? __ de acuerdo con esto, el

grado del polinomio es:

Completa la siguiente tabla para conocer la informacion que te permitiré plantear
la ecuacién:

Identifica de qué tipo es ¢Cémo queda expresado el
Escribe la raiz (sencilla, doble o triple) factor para esa raiz?

La ecuacion queda expresada como

Para obtener k (el coeficiente principal) utilizamos cualquier punto de la grafica que
Nno sea una raiz; en este caso el punto conocido es (0, 6).

Obtén k.

La ecuacion, ya con el coeficiente principal, es:
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EJERCICIO 3

Solucion

EJERCICIO 4

Seccion 1.10 « Funcion polinomial < 99

Plantea la ecuacion del polinomio dado en la grafica y proporciona el valor del coefi-
ciente principal.

100

-4 -3 -2 -1 |0 I\ 2 /3 4

—50

—100

¢ Cuantas vueltas tiene el polinomio? . De acuerdo con esto, el gra-
do del polinomio es:

Completa la siguiente tabla para conocer la informacion que te permitira plantear
la ecuacion:

¢Como queda expresado el
factor para esa raiz?

Identifica de qué tipo es

Escribe la raiz (sencilla, doble o triple)

La ecuacién queda expresada como
¢ Cual es el punto con el que vas a obtener el valor del coeficiente principal, k?

Obtén k.

La ecuacién, ya con el coeficiente principal, es:

Plantea la ecuacion del polinomio dado en la gréfica y proporciona el valor del coefi-
ciente principal.

y
600

400

—400

—600
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Solucion  ¢Cuéantas vueltas tiene el polinomio? . De acuerdo con esto, el gra-

do del polinomio es:

Completa la siguiente tabla para conocer la informacién que te permitira plantear
la ecuacion:

Identifica de qué tipo es ¢ Cémo queda expresado el
Escribe la raiz (sencilla, doble o triple) factor para esa raiz?

La ecuacion queda expresada como

¢Cual es el punto con el que vas a obtener el valor del coeficiente principal, k?

Obtén k.

La ecuacion, ya con el coeficiente principal, es:

EJERCICIO 5 Dibujalagréafica para el polinomio dado.
a) y=5x+3)(x = 3)(x +4)

Solucion  ¢Cuantos factores de la forma (x — r) tiene la ecuacion?

Entonces es un polinomio de grado con coeficiente principal

¢Como empiezas a dibujar la gréafica, de arriba hacia abajo o de abajo hacia arriba?

Completa la siguiente tabla para conocer la informacion que te permitira dibu-
jar la gréafica.

¢Cual es el efecto en la

grafica? (cruza al eje X,
rebota o se comporta como
la funcién cubica bésica, es
Identifica de qué tipo es decir, no entra y sale por el
Escribe la raiz (sencilla, doble o triple) mismo punto)
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Dibuja la grafica.

0 x
-4 -3 -2 -1 |01 2 3 4

b) y=2(16 — x3)(x — 2)*
Observa que en esta funcion NO todos los factores estan expresados en la forma (x—r),
por lo que no podemos decir que el 2 que aparece al inicio es el coeficiente principal;
primero debemos cambiar la funcion de tal manera que todos los factores estén expre-
sados como indica la ecuacion reduciday = k(x—r;)(X—r,)(X—r3). ..,y después realizar
todo el proceso anterior.

Para cambiarlo utilizaremos reglas de factorizacion de algebra en el factor (16 —
x?), al hacerlo nos queda comoy = 2(4 — x)(4 + x)(x — 2)? x, que es equivalente a
y=2(—Xx+HX+ H(X — 2)’x.

Observa que el primer factor todavia no tiene la forma ( x — r), ya que la x tie-
ne signo negativo. Entonces, lo que hacemos es sacar el signo como factor comin, y nos
queda como:

y=2[-(x — H](x + 4)(x — 2)*x
Al multiplicar el 2 por el signo negativo, la funcién queda expresada como:
y=—=2(x — H(X + H)(x — 2)*x
Ahora sf, todos los factores tienen la forma (x — r) y ya podemos empezar a re-
solver la ecuacion:

¢ Cuantos factores de la forma (x - r) tiene la ecuacién?

Entonces es un polinomio de grado , con coeficiente principal

La gréafica la empiezas a dibujar, ¢ de arriba hacia abajo o de abajo hacia arriba?

Completa la siguiente tabla para conocer la informacién que te permitira dibu-
jar la gréafica:

¢Cual es el efecto en la

grafica? (cruza al eje x,
rebota o se comporta como
la funcidn cubica basica, es
Identifica de qué tipo es decir, no entra y sale por el
Escribe la raiz (sencilla, doble o triple) mismo punto)
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Dibuja la gréafica.

0 X
-4 -3 -2 -1 o1 2 3 4

©) y = ~3(x + 5" ~ (4 — x)’(x — 3)’

¢ Todos los factores tienen la forma (x — r)?

¢ Qué debes hacer antes de empezar a resolver la ecuacion?

Resuélvela (cambia la ecuacién como en el ejemplo anterior).

¢ Cuantos factores de la forma (x — r) tiene la ecuacion?

Entonces, es un polinomio de grado con coeficiente principal

La gréafica la empiezas a dibujar, ¢ de arriba hacia abajo o de abajo hacia arriba?

Completa la siguiente tabla para conocer la informacion que te permitira dibu-
jar la gréfica

¢Cual es el efecto en la

grafica? (cruza al eje x,
rebota o se comporta como
la funcién cubica basica, es
Identifica de qué tipo es decir, no entra y sale por el
Escribe la raiz (sencilla, doble o triple) mismo punto)
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Dibuja la grafica.

Conjunto de ejercicios 1.10 = 103

0

y =

-5 -4 -3 -2 -1 (0 1 2 3 4 5

En los ejercicios 1y 2, utiliza las gréaficas de los siguientes polino-
mios y proporciona la informacion que se te pide.
1. a) Grado del polinomio.
b) Signo del coeficiente principal.

c) Nuamero de raices simples, nUmero de raices dobles y
numero de raices triples.

d) Comportamiento final (X — oo, X — —o0).

i) y

i) y

i) y

2. a) Grado del polinomio.
b) Signo del coeficiente principal.

¢) Numero de raices simples, niUmero de raices dobles y
namero de raices triples.

d) Comportamiento final (X — 4o, X — —e0).

) Y

iii) y
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En los ejercicios 3 a 6 determina el grado y el coeficiente princi-
pal del polinomio y dibuja una posible grafica.

3.

4.

5.

6.

y =10x>+ 3x — 8x° + 4x* + 3
y = 4x3 — 26x? + 5x* + 20x — 3
y=2x* =7+ x% + 7x

y = 65x% — 9x” — 325x% + 720

En los ejercicios 7 a 18 dibuja la gréafica del polinomio dado y
marca el corte o rebote con el eje x.

7.

8.

9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

y = 3(x — 2)(x + 3)°

y = 50+ x5

y = —2(x + 3)(x — 2)(x + 4)
y = —3(x = 0+ 3)

y = —2(x + 4)(2 — X)(E — 4)?
y = =502 — 9)%(x + 2)(3 — X)
y =83 - x)*

y=70¢ = )2 - %)

y= (1= -9)
y=(04-x)*x—- DX+ 2)

y = (3x — 6)(x + 2)(x°)

y = x3(x — 7)(5x + 10)

En los ejercicios 19 a 22 obtén una posible ecuacién para el poli-
nomio que se da en la gréfica.

19.

20.

y

21.

22.

En los ejercicios 23 a 28 obtén la ecuacion para el polinomio que

)

/)

se da en la gréfica.

23.

24.

25.

(2, —3),

——

(1,-2)

P

= 3
—4
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26.

217.

28.

Seccion 1.11 = Funciones racionales y asintotas < 105

Realiza lo que se te pide.

29. Unacompafiia vende CDs regrabables en $15 cada uno. Si
se venden x cientos de CDs, la funcién de costos totales
(en cientos de pesos) esta dada por c(x) = 1.5x* — 100.
¢Cuantos CDs se deben vender para que la compafiia ten-
x ga una méxima utilidad y cuél seria ésta?

30. Enunaprueba para determinar el metabolismo del aztcar
en la sangre, llevada a cabo en cierto intervalo de tiempo,
la cantidad de azlcar en la sangre es una funcién del tiem-
po t (medido en horas) dada por A(t) = 12 + 9t — 3% De-

o —

0
—3—2—11 2 4 5 6/7
-2
-3
—4
y
s 5.3)
4
3
2

termina la hora en la que se tiene la méxima cantidad de
azucar en la sangre.

‘ 31. Una compafiia ha determinado que el costo de producir x
unidades de su producto a la semana, esta dado por C(x) =
5000 — 6x + 0.002x%. Obtén el nimero de unidades que
se deben producir para que la compafiia tenga un costo
minimo.

! 32. El costo de construir un edificio de n pisos esta dado por
C(n) = 20n? — 160n + 820. Determina el nimero de pisos
gue se deben construir para que el costo sea minimo.

(3,2)

1.11 FUNCIONES RACIONALES Y ASINTOTAS

Las funciones racionales surgen de dividir dos polinomios. En esta seccidn aprenderas
a distinguir una funcion de este tipo y a dibujar su grafica, por medio de un sencillo
analisis de su comportamiento.

PXx)
Q)

Una funcién racional tiene la forma f (x) =

Donde P(x) y Q(x) son polinomios.

El dominio de f(x) sera el conjunto de nimeros reales, con excepcién de aque-
llos valores de x en donde el denominador Q(x) sea cero.
Las siguientes funciones son ejemplos de funciones racionales:

1 X — 2x + 1 x2—1

t00 =5 ho) = 2525 000 =251

debido a que tanto la funcién del numerador como la del denominador son funciones
polinomiales.

Las funciones racionales en ocasiones tienen asintotas horizontales y verticales; veamos
lo que representan y cémo obtenerlas.
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Asintotas verticales

Ya que este tipo de funciones tienen denominador, puede suceder que existan valores
en los cuales el denominador es cero; en los puntos en donde eso ocurre decimos que
la funcién no existe. En ocasiones, al dibujar la grafica de la funcién racional podemos
observar que la funcién se corta en ese nimero y que la grafica se va al infinito (posi-
tivo o negativo); el nimero en el cual la funcion se comporta de esta forma se repre-
senta con una linea vertical punteada y se llama asintota vertical.

Las asintotas verticales pueden ser varias, una o ninguna, eso depende de la fun-
cion racional que se analiza.

Coémo obtener las asintotas verticales

De acuerdo con lo anterior podemos concluir que:

Las asintotas verticales se obtienen al igualar a cero el denominador y al re-
solver la ecuacién algebraica obtenida.

-1
_3-

EJEMPLO 1 Obtén las asintotas verticales de la funcion racional f(x) = 5XX
Solucion  Primero igualamos a cero el denominador, con lo que obtenemos la ecuacién 5x — 3 = 0.
Para resolverla hay que despejar el valor de x, es decir, x = 3/5.
En segundo lugar graficamos para ver el comportamiento de la funcién en ese
punto.

0.6

y=(x—1)/(5x - 3) 04

0.2

0 X

—-12 -1-08-06-04-02 |0 02 04 06 08 /1
-0.2

—-04

-0.6

Observa que la funcion se cortaen x = 3/5y que la gréafica se va al infinito (posi-
tivo o negativo) en los valores que se encuentran antes y después de ese nimero , por
lo tanto la funcién dada tiene una asintota vertical en x = 3/5.

En la funcién anterior el numerador y denominador no tienen factores comunes, cuan-
do esto sucede se dice que la funcion racional esta simplificada al maximo; veamos
qué ocurre en la grafica de la funcion racional si esto no se cumple.

Qué sucede si la funcién racional NO se simplifica al maximo

iA REFLEXIONAR! Resolveremos el siguiente ejemplo para descubrir lo que ocurre con las asintotas ver-

ticales cuando la funcién no se encuentra totalmente simplificada.
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X2 — 4

X+ 2

EJEMPLO 2 Paralafuncién racional f (x) = realiza lo que se te pide:

Solucion  a) Iguala el denominador a cero y resuelve la ecuacion. ¢Seré una

asintota vertical?

b) Utiliza un software o una calculadora para dibujar la grafica de la funcién dada.

0
-4 -3 -2 -1 |01 2 3 4

vy =

-2

c) ¢ Aparece alguna asintota vertical?

d) ¢Qué crees que puede pasar? ;COmo justificas este hecho?

Si la funcién racional no esta simplificada (al méximo), el punto en donde la funcion
no existe puede ser una asintota vertical o un hueco en la gréafica de la funcion.
Cuando simplificamos la funcion racional, factorizamos y cancelamos factores
iguales en el numerador y denominador, obtenemos una nueva funcién que en oca-
siones ya no es racional; es en este caso cuando el nimero con el cual se hace cero el
denominador no es una asintota vertical, sin embargo, dado que la funcién original no
estaba definida en ese punto, la grafica debe interrumpirse ahi. El efecto gréafico ahora
es un hueco que corta a la grafica en un punto en el que la funcién original no existe.

Como determinar si se trata de un hueco o de una asintota vertical

Cuando en una funcién racional igualamos a cero el denominador y resolvemos la
ecuacion, obtenemos los valores de x en los que la funcion no existe, sin embargo, en
esos valores la grafica puede tener una asintota vertical o un hueco:

1. Asintota: Cuando la funcién racional esta simplificada al maximo, los valores
en donde no existe la funcion (hacen cero el denominador) son las asintotas
verticales.

2. Hueco: Cuando hay factores comunes en el numerador y en el denominador
de la funcién racional, la gréafica tiene un hueco. Estos factores se igualan a ce-
ro para obtener el valor en donde existe el hueco de la grafica.

, , - -z - _ _ -
EJEMPLO 3 Obtén las asintotas verticales de la funcion racional f (x) = x=3(x—4) 45’2 —2X16 4

Solucidon  Paraencontrar las asintotas verticales, buscamos los valores en donde la funcion no exis-
te. Entonces, igualamos a cero el denominador y resolvemos la ecuacion resultante.
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Asintotas horizontales

Al resolverla obtenemos x = 2y x = —2.
Ahora observamos la funcién y vemos que no esta simplificada, ya que tiene
factores comunes en el numerador y denominador; al factorizarla obtenemos

_ (x—=3 . L .
f(x) = =) 2x + 4) De donde podemos concluir que la funcién dada tiene una

asintota vertical en x = —2, ya que corresponde al factor del denominador que no se
canceld, y que tiene un hueco en x = 2, que corresponde al factor que se cancelé. I

EJEMPLO 4

Solucién

Las asintotas horizontales representan el comportamiento final de la funcion racional
P(x . . .
f(x) = é&% ,es decir, el valor al cual tiende f (x) en los extremos del eje x,en x > —©
y X — +oo,
Primero veamos, mediante un analisis numeérico, el significado de una asintota
horizontal. Resolvamos el siguiente ejemplo:

22
X2 +1"

Obtén las asintotas horizontales de la funcién racional f(x) =

Para encontrar las asintotas horizontales, evaluaremos la funcion con valores positivos
de x muy grandes (x — +), por ejemplo:

valor de x valor de f(x)
10000
100000

1000000

¢A qué valor se acerca f(x)?

Ahora evallala con valores negativos muy grandes x > —x

valor de x valor de f(x)
—10000
—100000

—1000000

¢A qué valor se acerca f(x)?

El nimero que obtuvimos en ambas evaluaciones representa la asintota hori-
zontal.

Al dibujar la grafica de la funcién racional podemos observar que en los ex-
tremos del eje x, tanto por la derecha como por la izquierda, la funcién se acerca al
ndmero que obtuvimos como asintota horizontal.

y

—80

—60 —40 —20 0 20 40 60 80
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EJEMPLO 5

Solucién

iA TRABAJARI

Seccion 1.11 = Funciones racionales y asintotas < 109

El andlisis anterior se hizo para darle una interpretacion geométrica a la asinto-
ta horizontal. De aqui en adelante utilizaremos las siguientes reglas para obtener las
asintotas horizontales; éstas surgen de un analisis como el anterior, efectuado en dife-
rentes funciones racionales.

. . P(x) .

En la funcién racional f =J—l,s:

unci i x) 209 i

1. El grado de P(x) < el grado de Q(x) = la asintota horizontal es y = 0.

2. Elgrado de P(x) > el grado de Q(x) = no existe asintota horizontal; eso sig-
nifica que en los extremos la grafica de la funcion se va a infinito (positivo o
negativo).

3. Elgrado de P(x) = el grado de Q(x) = la asintota horizontal esy = %, donde
a es el coeficiente principal del polinomio P(x) y b es el coeficiente princi-
pal del polinomio Q(x).

2x% — 10x + 12

Obtén las asintotas horizontales de la funcion racional f (x) = o — 16
X —

Para obtener las asintotas horizontales observamos el grado del polinomio del nu-
merador y del denominador, y utilizamos la regla indicada de acuerdo con la situacion
que se presente. En este caso:

El grado de P(x) es 2 y el grado de Q(x) también es 2. Dado que el polinomio
del numerador y el del denominador tienen el mismo grado, utilizamos la regla 3 del
cuadro anterior. Entonces, tenemos que la asintota horizontal es:

_ coeficiente principal deP(x) 2 1

"~ coeficiente principal de Q(x) ~ 4 2

Observa que la funcién del ejemplo anterior no esta simplificada al maximo. Com-
prueba que si la simplificas al maximo, la asintota horizontal sigue siendo y = Y/,. I

EJERCICIO 1

Solucién

Obtén las asintotas horizontales y verticales de la funcidn racional; después utiliza
una calculadora con graficador para dibujar la grafica y comprobar el resultado
obtenido.

2X +5
XZ

2) FX) =

Asintota vertical
¢ Qué ecuacidn debes resolver para obtener la asintota vertical?

Al resolverla obtienes

¢ Esta simplificada al maximo?

Asintota(s) vertical(es)
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Asintota horizontal

El grado de P(x) es El grado de Q(x) es

A partir del grado de los polinomios concluimos que la asintota horizontal es

Utiliza un graficador y dibuja la grafica de la funcion racional.

y

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

3x*—5

b) F0) =551

Asintota vertical

¢ Qué ecuacion debes resolver para obtener la asintota vertical?

Al resolverla obtienes la asintota vertical

Asintota horizontal

El grado de P(x) es El grado de Q(Xx) es

A partir del grado de los polinomios concluimos que la asintota horizontal es

Utiliza un graficador y dibuja la grafica de la funcién racional.

y

-4 -3 -2 -1 o1 2 3 4

5X — 24x3
Of0="gar1

Asintota vertical

¢ Qué ecuacion debes resolver para obtener la asintota vertical?
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Al resolverla obtienes la asintota vertical

Asintota horizontal
El grado de P(x) es El grado de Q(x) es

A partir del grado de los polinomios concluimos que la asintota horizontal es

Utiliza un graficador y dibuja la grafica de la funcion racional.

y

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

—4

EJERCICIO 2 Obtén las asintotas de la funcion y dibuja su gréfica. En las verticales, especifica si se
trata de una asintota o de un hueco y marcalo en la gréafica.

x—1

a) f) =327

Soluciéon Asintota vertical

¢ Qué ecuacioén debes resolver para obtener la asintota vertical?

Al resolverla obtienes

¢ Esta simplificada al maximo?

Asintota vertical en

Hueco en

Asintota horizontal
El grado de P(x) es El grado de Q(X) es

A partir del grado de los polinomios concluimos que la asintota horizontal es

Utiliza un graficador y dibuja la grafica de la funcion racional.

y

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
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2x2—5x — 3
DT =" 1

Asintota vertical
¢ Qué ecuacion debes resolver para obtener la asintota vertical?

Al resolverla obtienes

¢ Esta simplificada al maximo?

Asintota vertical en

Hueco en

Asintota horizontal
El grado de P(x) es El grado de Q(Xx) es

A partir del grado de los polinomios concluimos que la asintota horizontal es

Utiliza un graficador y dibuja la gréafica de la funcion racional.

y
4
2
0 X
-4 -3 -2 -1 [0 1 2 3 4
-2
—4
En los siguientes ejercicios obtén las asintotas de las funciones y
dibuja su grafica. Especifica si es asintota o hueco y marcalo en
la grafica.
— 32 — 3)2(x —
1. f(x)zzxix 6. f(x)=w
4 — X X*—5x + 6
_ 3x2
2 f)= —X"% 7. () = ——
X2 — 9X + 20 x* + 16
3. f(x) = 8. f(x) =
0= e e 0= 7
+ 3
4 fx)= X*6 0. fp) = X
X2 — X
+ x? 3
5. f() = 2 S FX 10, f() = —>
x+1 X2+ 25
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Capitulo 2

La derivada

2.1 La derivada como razén
de cambio

2.2 La derivada como una
pendiente

2.3 Como derivar una funcién
por medio de su grafica

2.4 Derivada por formulas y
sus propiedades

2.5 Coémo derivar funciones
compuestas

2.6 Recta tangente y razdén
de cambio

2.7 Interpretacion de la
derivada en términos
practicos

E n nuestra vida diaria encontramos situaciones de cambio en todo momento. En economia, por ejemplo, conocer la
rapidez con la que cambia la inflacién, las tasas de interés, etcétera, son Utiles para tomar decisiones; conocer
la rapidez con la que crece una poblacion, los indices de criminalidad, etcétera, son datos importantes en un gobierno
para hacer planesy definir acciones; en medicina, la rapidez con la que crece un tumor, es un dato importante para emi-
tir un diagnéstico. Asi como éstos, podemos encontrar muchos ejemplos méas en los cuales identificamos situaciones de
cambio.

El célculo diferencial es la rama de las matematicas que estudia el cambio, y su concepto central es la derivada.

En esta unidad abordaremos el concepto de derivada desde dos puntos de vista: el fisico, basado en los intentos
de Kepler (1571-1630), Galileo (1564-1642), Newton (1642-1727) y otros para describir la velocidad de un cuerpo en
movimiento: el problema de la velocidad instantanea. Y el geométrico, basado en un problema mas antiguo que se re-
monta a la época de Arquimedes (287-212a.C.), el problema de la pendiente de la recta tangente.

Ambos problemas, apoyados en el concepto de limite, nos proporcionan una estrategia para comprender y defi-
nir la derivada.

113

www.FreeLibros.me




114 - Capitulo 2 < La derivada

2.1 LA DERIVADA COMO RAZON DE CAMBIO

Iniciamos la seccidn 1.2 con una reflexion acerca de como medir el cambio de una fun-
cion dentro de un intervalo; también analizamos como obtener la razén promedio de
cambio en un intervalo. Ahora estamos interesados en obtener la raz6n de cambio de una
funcion fen un instante X = a, llamada también razén instantanea de cambio, y que en
matematicas se conoce con el nombre especial de “derivada de fen x = a”. Entonces,
la derivada no es otra cosa mas que un nuevo nombre para la razon instantdnea de cam-
bio. Utilizaremos este hecho para llegar a la definicion de derivada.

El problema que tenemos para calcular la razén instantanea de cambio es que
cuando centramos nuestra atencién en un instante, ocurre que la cantidad que estaba
variando deja de hacerlo. Para comprender mejor este hecho analicemos el siguiente
enunciado:

“La mejor marca en el Mundial de Atletismo, en Paris 2003, que la atleta mexi-
cana Ana Gabriela Guevara obtuvo en la prueba de los 400 metros planos fue de 48.89
segundos”.

De los datos anteriores podemos concluir que la velocidad promedio de Ana
Gabriela durante la prueba fue de 8.18 metros por segundo; sin embargo, es I6gico pensar
que hubo momentos en los que pudo haber ido ligeramente mas rapido o mas lento. Si
tuviéramos una fotografia de Ana Gabriela en el preciso instante de cruzar la meta, ¢ po-
driamos utilizarla para calcular la velocidad a la que cruzo la meta? jPor supuesto que
no!, porque al fijarnos en un instante, la accion se detiene.

La estrategia para calcular la razén de cambio en un instante es obtener la razon
promedio de cambio en intervalos cada vez mas cercanos al instante que nos in-
teresa.

Desafortunadamente, en el caso de la atleta mexicana no tenemos mas datos
acerca de la distancia recorrida, por ejemplo, un segundo antes y un segundo después
de cruzar la meta, por lo que no hay forma de obtener la velocidad en el instante en
que cruzé la meta.

El siguiente ejemplo nos ayudard a comprender la estrategia para calcular la ra-
z0On instantanea de cambio (también llamada derivada).
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Razon de cambio del valor del délar (variable discreta).

La siguiente tabla muestra el valor del délar el dia 1 de agosto de cada afio, du-
rante el periodo comprendido entre 1999 y 2003. (Fuente: http://www.sat.gob.mx/
nuevo.html).

t (afios) 1999 2000 2001 2002 2003
V (pesos 9.3565 9.3667 9.1408 9.7861 10.5243
por ddlar)

Queremos calcular qué tan rapido cambi6 el valor del dolar en un instante en particular.

Supongamos que nos interesa conocer la razon de cambio del valor del ddlar el
dia 1 de agosto de 2002, que denotaremos por V' g1/0s/02-

Para lograrlo, obtendremos la razén promedio de cambio del valor del délar un
afio antes y un afio después del 1 de agosto de 2002.

En el intervalo de 2001 a 2002, denotamos la razén promedio de cambio del va-
lor del dolar como V 001 2002 Y la calculamos dividiendo el cambio en V entre el cambio
en t, es decir

valor del délar — valor del délar

v _AV _  en2002 en2001  _ 9.7861-9.1408
(2001,2002) - At 2002 — 2001 2002—2001

= 0.6453 pesos por afio

Esto significa que un afio antes de 2002, el valor del délar aumenté aproximada-
mente a razén de 65 centavos por afio.

De manera similar, la razon promedio de cambio del valor del délar en el inter-
valo de 2002 a 2003 es

valor del délar — valor del délar
V, = en 2003 en2002__ _ 10.5243-9.7861 = 0.7382 pesos por afio
(2002,2003) 2003 — 2002 2003- 2002 : pesosp

La interpretacion del resultado anterior es que después de 2002, el valor del do-
lar aument6 aproximadamente a razon de 74 centavos por afio.

Es importante aclarar que ninguno de estos dos valores corresponde a la razén
de cambio del valor del délar el dia 1 de agosto de 2002; lo que si podemos asegurar
es que dicha razén de cambio esta entre estos dos valores; es decir:

0.6453 pesos por afio < V' 0802 < 0.7382 pesos por afio

Por otro lado, si promediamos los dos valores obtenidos (0.6453 + 0.7382)/2, po-
driamos decir que una estimacion para la razén de cambio del valor del ddlar el dia 1
de agosto de 2002 es V' y1/0810 = 0.69175 pesos por afio. Sin embargo, este valor tampo-
co seria una buena aproximacion, ya que el intervalo que utilizamos es de un afio an-
tes y un afio después del 1 de agosto de 2002.

Si queremos obtener una mejor estimacion debemos fijarnos en intervalos mas
pequefios. Afortunadamente podemos conocer la cotizacion del délar por mes.

La siguiente tabla muestra el valor del dolar el dia primero de cada mes, en el perio-
do comprendido de junio a octubre de 2002. (Fuente:http://mww.sat.gob.mx/nuevo.html).

t (meses) Junio Julio Agosto Septiembre | Octubre
V ( pesos 9.7148 9.9568 9.7861 9.9193 10.2299
por ddlar)
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Los intervalos son ahora de un mes, 1 mes = 1/12 de afio. Repetiremos la estra-
tegia de calcular la razén promedio un mes antes y un mes después del 1 de agosto de

2002.
La razon promedio de cambio un mes antes del 1 de agosto de 2002 es:
Vjul, ago) = ¢Cual es el significado del signo?
La razén promedio de cambio un mes después del 1 de agosto de 2002 es:
Vago,sep) =
Por lo tanto, se cumple que <V g0 <
Una estimacion para la razén de cambio el dia 1 de agosto es:
V' 1108102 ¢Por qué el signo es negativo?

¢Consideras que aln podemos obtener una mejor estimacion?
¢Seria de utilidad una tabla con la cotizacién diaria del valor del dolar?

La siguiente tabla muestra el valor del dolar en el periodo comprendido del 30
de julio al 3 de agosto de 2002.*

t (dias) 30 julio 31 julio 1 agosto 2 agosto 3 agosto
V (pesos 9.6944 9.7148 9.7861 9.8769 9.8769
por ddlar)

Observa cdmo ahora los intervalos son de un dia; mas pequefios aln que en la
tabla anterior (1 dia = 1/30 de mes = 1/360 de afio).

Los afios fiscales se consideran de 360 dias.

Repetiremos la estrategia de calcular la razén promedio un dia antes y un dia des-
pués del 1 de agosto de 2002.
La raz6n promedio de cambio un dia antes del 1 de agosto de 2002 es:

V(31 jul,1°ago) —

La razon promedio de cambio un dia después del 1 de agosto de 2002 es:

V(1° ago,2ago)

Porlotanto,se cumpleque < Vg0 <

Una estimacion para la razén de cambio el dia 1 de agosto de 2002 es:

’
Vv 01/08/02

Para obtener una mejor estimacion seria necesario contar con una tabla de co-
tizacion del valor del délar, por ejemplo, para cada hora o para cada minuto, pero di-
chas tablas no estan a nuestro alcance, por lo que consideraremos que el valor diario
es la mejor estimacion que podemos hacer.

Para obtener las razones promedio hemos considerado como punto inicial el va-
lor del ddlar en el instante que nos interesa (1 de agosto de 2002) y como punto final
el valor del dolar en diferentes tiempos, antes y después de dicho instante.
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EJEMPLO 1

Solucién

Seccidn 2.1 « La derivada como razén de cambio « 117

Denotemos con la letra “h” la longitud de los intervalos de tiempo; es decir, a la
distancia que hay entre el punto inicial y el punto final; sin embargo, es importante
aclarar que dicha distancia siempre debe medirse haciendo referencia a la misma uni-
dad, por eso, en este ejemplo los meses y dias los convertimos a afios.

un un dia
dia despuésh = 1/360 de afio
antes /

L Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il \ Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il I
un un un un
afio mes mes después afio
atras antes —— después

k h = 1/12 de afio J

v v
h = 1afio h = 1afio

Observamos que cuando la h es de 1 dia = 1/360 de afio, las razones promedio
antes y después del 1 de agosto son muy parecidas, por lo que la diferencia entre ellas
es muy pequefia (poco menos de dos centésimos), lo que significa que la estimacion pa-
ra la razon de cambio que calculamos con la cotizacion diaria es muy buena.

En general, cuando una funcién se representa con una tabla de valores, no es
posible encontrar la razén promedio de cambio en intervalos cada vez mas pequefios,
por lo que en esos casos, sélo podemos obtener un valor aproximado para la razén
instantanea de cambio.

|

La siguiente tabla muestra el indice Nacional de Confianza del Consumidor (INCC).
Dicho indice mide el nivel de optimismo o pesimismo de los consumidores mexicanos
respecto a la evolucién futura de la economia y a sus propias finanzas personales.
(Fuente: EIl Norte, 30 de marzo de 2004, seccion Negocios, pagina 5A).

Arriba de 50 puntos se considera que hay optimismo, debajo de 50 puntos se
considera pesimismo.

t (en meses) | Mar 03 | May 03 Jul 03 Oct 03 Dic 03 Mar 04
INCC (en 47.59 50.81 50.59 47.84 48.72 49.25
puntos)

Estima la razén de cambio del INCC en octubre de 2003.

En la tabla anterior observa que los valores para la variable independiente (tiempo)
no estan igualmente espaciados; es decir, de julio a octubre hay tres meses de diferen-
cia, mientras que entre octubre y diciembre solamente hay dos meses. Recuerda que
entre mas cercanos estén los datos, mejor sera la aproximacion para la razén de cam-
bio, asi que en este caso utilizaremos los valores de octubre y diciembre.

AINCC  48.72-47.84

razéon de cambio del INCC en oct 03 = At >

= 0.44 puntos/mes

Esta es la mejor aproximacion que podemos hacer, pues no tenemos datos mas
cercanos. El significado de esta cantidad es que para noviembre de 2003 se esperaba
gue el INCC estuviera aproximadamente 0.44 puntos mas arriba de los 47.84 de octu-
bre; es decir, aln no habria optimismo en los consumidores mexicanos.

|
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Razén de cambio de la poblacion de México (variable continua).

De acuerdo con los datos del INEGI, en 2000 la poblacion de México era de 97.4
millones de habitantes y crecia a una tasa de 1.6%0 anual (Fuente: Atlas de geografia uni-
versal, educacién primaria, SEP 2000). Si la tasa de crecimiento sigue la misma ten-
dencia, la poblacién de México estaria representada por P(x) = 97.4(1.016)*. En donde
x se mide en afios a partir de 2000. Supongamos que nos interesa conocer la rapidez a
la que crece la poblacion en el afio 2003 (es decir, cuando x = 3).

La rapidez de cambio, la razon instantanea de cambio y la raz6n de cambio en un ins-
tante son conceptos equivalentes.

Del ejemplo anterior sabemos que para obtener una buena estimacion de la razon de
cambio en el instante x = 3, hay que obtener la razon promedio de cambio antes y
después de x = 3,y que entre mas pequefia sea la longitud “h” del intervalo, mejor se-
ré la estimacion.

En este ejemplo tenemos la ventaja de conocer la formula para obtener la po-
blacion en cualquier instante, asi que podemos escoger como longitud del interva-
lo una distancia h = 0.01 antes y después de x = 3. Luego, si evaluamos la funcion de
poblaciéon en x = 2.99, en x = 3y en x = 3.01, obtenemos P(2.99) = 102.134189,
P(3) = 102.150402 y P(3.01) = 102.166618. Con los valores anteriores construimos la
siguiente tabla:

h=0.01 h=0.01
r % N % N\
X 2.99 3 3.01
P(x) 102.134189 102.150402 102.166618

La razon promedio de cambio de la poblacién en el intervalo [2.99, 3] es:

102.150402 —102.134189  0.016213
3-2.99 - o001

Pgo 3z = = 1.6213 millones de habitantes por afio

La razén promedio de cambio de la poblacion en el intervalo [3, 3.01] es:

102.166618 —102.150402  (.016216
3.01-3 - o001

Pisoy = = 1.6216 millones de habitantes por afio

Del analisis anterior podemos asegurar que la razén de cambio de la poblacién de
México en 2003, denotada por P’,_s, esta entre los dos valores anteriores; es decir:

16213 < P',_, < 1.6216

Vemos que las razones promedio antes y después de x = 3 son muy parecidas. Si
las restamos (1.6216 — 1.6213 = 0.0003) vemos que difieren en tres diezmilésimos; por
lo que podriamos decir que una buena estimacioén para la razén de cambio de la po-
blacion de México en 2003 es el promedio de ambas, es decir, 1.62145 millones de ha-
bitantes por afio.

Sin embargo, en este caso tenemos manera de acercarnos mas al instante x = 3,
por lo que repetiremos el proceso, pero ahora considerando a h = 0.001 como la lon-
gitud del intervalo. De nuevo evaluamos la funcion de poblacién en 2.999 y en 3.001,
y obtenemos la siguiente tabla:

h = 0.001 h = 0.001
r - N - N\
X 2.999 3 3.001
P(x) 102.148780 102.150402 102.152024*

*En esta tabla, los valores de la poblacion fueron redondeados a seis decimales.
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La razén promedio de cambio de la poblacion en el intervalo [2.999, 3] es:

Posg 3 = millones de habitantes por afio.

La razon promedio de cambio de la poblacion en el intervalo [3, 3.001] es:

P a00y = millones de habitantes por afo.

¢ Cual es la diferencia entre estos dos valores?

¢ Qué podemos concluir acerca de la razén de cambio de la poblacion de Méxi-
co en el afio 20037

Cuando la diferencia entre las razones promedio antes y después del instante que ana-
lizamos, es casi cero, 0 cero, como en este caso, significa que hemos obtenido una bue-
na estimacion para la razén instantanea de cambio.

Si la diferencia entre las razones promedio es muy grande, debemos tomar inter-
valos mas y mas pequenos, hasta que la diferencia sea casi cero, o cero.

A los acercamientos que hemos hecho alrededor del instante x = 3 para obtener
una mejor estimacion de la razon instantanea de cambio, se les llama limites.
Entonces podemos concluir que:

La razon instantanea de cambio es el valor limite de la razén promedio de cambio,
cuando la longitud del intervalo h es muy pequefa (casi cero), es decir,

Razo6n de cambio

) lim (Raz6n promedio de cambio)
enel instante x = a =20

Razon de cambio |
enelinstante x = a n

. AY  Yiina ~ Yinicial
Sin embargo, recuerda que - = ML
X Xfinal ~ Xinicial

- Ay f(x+h)y—f(x) f(x+h)—fX)
d b 27 _ =
gue a su vez puede escribirse como A X (X . h) —x h

m (%)

MUA X

Al sustituir esta Gltima férmula para la razon promedio de cambio de una fun-
cion f(x) en la expresion que acompafia al limite, obtenemos:

Razén de cambio = lim fx+h) - f
en el instante x = a h—0 h

Como mencionamos al inicio de esta seccion, en matematicas a la razon instan-
ténea de cambio se le llama derivada. Entonces, podemos establecer la siguiente defi-
nicion de la derivada de una funcion:

La derivada de una funcion f (x) denotada como f’ (x), esta dada por:
f/(x) = lim f(X i h) — f(X)

h—0 h

si este limite existe.

La expresion f’ se lee como “f prima”.
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EJEMPLO 3

Solucion

iA TRABAJAR!

Encuentra la derivada de la funcion f(x) = (x + 1)*en el punto x = 2, utilizando la
definicién de derivada.

1 En la definicion de derivada sustituimos el valor de x en el que se pide encontrar
la derivada.
En este caso, sustituimos el valor de 2 en la variable X, y obtenemos:

f(2 +h) — (2)

r@) = lm——

2 Paraobtener el limite, sustituimos en la expresion anterior un valor de h que sea muy
cercano a cero.
En este caso, podemos tomar h = 0.001. Desde un principio debemos escoger un va-
lor muy pequerfio para h, esto evita probar con muchos valores.

f(2+0.001)— f(2) _ f(2.001)- f(2)
0.001 0.001

f'(2) =
Observa que ya no escribimos la palabra limite. Esto se debe a que al sustituir el valor
de h ya estamos obteniendo el limite (es decir, tomamos un valor de x muy cercano a 2).

3 Evaluamos la funcién en los valores que quedaron indicados en el numerador.
En este caso, sustituimos los valores 2.001 y 2 en la funcion f (x) = (x+1)*.

f(2.001) = (2.001+1)%%! = (3.001)>%%
f(2) = (2+1)?
Al sustituir las expresiones en la definicion de la derivada obtenemos que

(2.001+1)2%'—(2+1)>  (3.001)*%*—3?

f'(2) =
& 0.001 0.001

4 Obtenemos el valor de la expresion anterior, utilizando la calculadora.

9.01590354505 — 9 0.01590354505
0.001 B 0.001

'(2) = = 15.90354505

Respuesta: f'(2) = 15.90354505

Asi, obtuvimos la derivada de la funcion f (x) = (x+1)*, en el instante x = 2.

EJERCICIO 1

Solucién

Utiliza la definicion de derivada, para obtener la derivada de la funcion f (x) = (x—1)*
en el punto x = 3.

Definicion de derivada f'(x) =

1 Sustituye, en la definicién anterior, el valor de x en el que se te pide obtener la de-
rivada.

www.FreeLibros.me



Solucidon

EJERCICIO 2

Solucioén

Solucién

Seccion 2.1 < La derivada como razén de cambio « 121

2 Para obtener el limite, sustituye en la expresion anterior un valor de h que sea muy
cercano a cero.

3 Evalua la funcién en los nimeros que quedaron indicados.

4 Encuentra el valor de la expresion anterior, utilizando la calculadora.

f'(3) =

Utiliza la definicion de derivada para obtener la derivada de la funcion f (x) = e* — x
enel puntox = —1.

Definicion de derivada f'(x) =

1 Sustituye, en la definicién anterior, el valor de x en el que se te pide obtener la de-
rivada.

2 Paraobtener el limite sustituye, en la expresion anterior, un valor de h que sea muy
cercano a cero.

3 Evalta la funcion en los nimeros que quedaron indicados.

4 Utilizando la calculadora, encuentra el valor de la expresion.

f/(-1) =
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En los siguientes ejercicios realiza lo que se te pide.

1. Lasiguiente tabla muestra el nimero de alumnos graduados
del ITESM durante el periodo enero-mayo durante los afios
2001 a 2003.

Enero- Enero- Enero-
Semestre | \Mayo2001 | Mayo2002 | Mayo 2003
NUm. alumnos 832 984 1052

¢Cual es la rapidez con la que cambia la poblacion de alum-
nos graduados en el semestre enero-mayo de 2002?

La siguiente tabla muestra el monto (en pesos) de las men-
sualidades del financiamiento de una casa durante los prime-
ros dos afios.

Mes 1 7 13 19 25

Mensualidad

4347.20 | 4479.26 | 4615.33 | 4755.53 | 4875.61

¢Cual es la rapidez con la que cambia la mensualidad en el
mes 137

La siguiente tabla muestra los porcentajes de defuncion de
nifios entre 1y 4 afios, a causa de tumores malignos, durante
el periodo de 1990 a 2001. (Fuente: http:// www.inegi.gob.mx).

7.

La siguiente tabla muestra los ingresos que recibié México
(en millones de délares), debidos al turismo europeo, du-
rante el periodo de 2001 a 2003. (Fuente: El Norte, 14 de julio
de 2004, SECTUR).

Afio 2001 2002 2003

Ingresos 302 447 429

¢Cual es la rapidez en el cambio de los ingresos en el afio
2002?

La siguiente tabla muestra el precio diario del niquel (en
miles de délares por tonelada) durante los primeros seis
meses del afio 2004. (Fuente: EI Norte. 14 de julio de 2004,
Bolsa de metales de Londres; Global COAL).

Mes Enero |Febrero| Marzo| Abril | Mayo |Junio

Precio diario 18 16 14 15

105 | 123

¢Cudl es la rapidez con la que cambia el precio diario del
niquel en el mes de abril?

Lasiguiente tabla muestra el Producto Interno Bruto (PIB)
de un pais (en millones de délares) durante el periodo de

Afio 1990 | 1992 | 1994 | 1996 | 1998 | 2001 1984 a 1996.
% defunciéon| 2.2 3.8 3.8 4.6 49 6.8 Afio 1984 1988 1992 1996
¢Cual es la rapidez con la que cambia el porcentaje de _— 600 856 — e

defuncién por tumores malignos en 1996?

La siguiente tabla muestra la esperanza de vida de la
poblacion de Aguascalientes durante el periodo de 1993 a
2002. (Fuente: http:// www.inegi.gob.mx).

Afo 1993 1996 1999 2002

Esperanza de vida

72.3 74 75 76

¢Cual es la rapidez con la que cambia la esperanza de vida
en 1999?

La siguiente tabla muestra la poblacion de personas divor-
ciadas en México durante el periodo de 1950 a 2000. (Fuente:
http:// www.inegi.gob.mx).

Ao 1950 1960 1970 1990 2000
Personas 67,810 | 119,045 | 135,762 | 406,777 | 687,444
divorciadas

¢Cual es la rapidez con la que cambia el nimero de personas
divorciadas en el afio 1960?

La siguiente tabla muestra las ventas de petréleo crudo de
Meéxico a Estados Unidos en los primeros cinco meses del
afio, durante el periodo de 2000 a 2004. (Fuente: EIl Norte, 14
de julio de 2004. Departamento de Comercio de Estados
Unidos).

Afo 2000 2001 2002 2003 | 2004

Ventas (millones

4624 | 3971 | 4235 | 6027 | 6826

de dolares)

¢CUél es la rapidez en el cambio de las ventas de petréleo
crudo en el afio 2003?

10.

¢Cuadl es la rapidez con la que cambia el PIB en 1988?

La siguiente tabla muestra la produccion de bicicletas de la
empresa Bicicletas de México, S. A., en miles de unidades,
durante los meses de mayo a agosto de 2000.

Mes Mayo Junio Julio Agosto

Produccion

1.48 2.53 25 2.712

11.

12.

13.

¢Cudl es la rapidez con la que cambia la produccion de bi-
cicletas en el mes de julio del 2000?

La depreciacién de un automévil se rige de acuerdo con la
funcion V(t) = 180(0.65)", donde V es el valor del automavil,
en miles de pesos, y t es el tiempo, en afios, a partir de su
compra. ¢ Con qué rapidez cambia el valor del automovil 6
afos después de haberse comprado?

El costo total de produccién, en miles de pesos, de una em-
presa esta dado por la funcién:
3x?2

C(x) = 250 + 7

donde x se mide en miles de unidades.

¢Cudl es la rapidez con la que cambia el costo total cuando
se fabrican 3000 unidades?

A un empleado de intendencia de la empresa Cristales en
Edificios, accidentalmente se le cae una cubeta desde una
altura de 70 metros. Después de t segundos, la cubeta ha
caido una distancia de S(t) = 5t2 Estima la velocidad de la
cubeta a los 2.5 segundos.
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14.

15.

16.

17.

18.

Secciéon 2.2 = La derivada como una pendiente = 123

Un globo con aire caliente se eleva verticalmente desde
el suelo, de modo que su altura después de t segundos es
h(t) = 2t + t pies (0 < t = 60). Estima la velocidad del glo-
bo a los 45 segundos.

La demanda de un producto esta dada por:

a0 = 20—
== 03t
3+ 5e

donde g son las unidades vendidas (en miles), t meses des-
pués de su lanzamiento al mercado. Estime la rapidez con
gue cambia la demanda a los 5 meses.

Un empleado invierte 10,000 pesos en una cuenta bancaria
gue paga un interés de 3% compuesto anualmente. Estima
la rapidez con la que cambia el saldo a los 5 afios.

El ingreso, en miles de pesos, de una compaiiia de seguros de
vida esta dado por la siguiente funcion:

1(X) = xV1+ x?

donde x es el nimero de pdlizas vendidas.
Estima la rapidez con la que cambia el ingreso si se han ven-
dido 100 pdlizas.

El tamafio de la poblacion de cierto cultivo de bacterias en
t dias esta dado por

P(t) = 700"

Estima la rapidez con la que crece la poblacién de bacterias
en la primera semana.

19.

20.

Una empresa determina que la utilidad total, en pesos, por

la produccion y venta de x cientos de unidades esta dada por
1500

0.25x% — 3x + 10

Estima la rapidez con la que est4 cambiando la utilidad cuan-
do se han producido y vendido 900 unidades.

U =

Para una empresa que se dedica a fabricar marcos para ti-
tulos universitarios, sus costos mensuales, en miles de pesos,
estan dados por

C(x) = —0.125x2 + 2x + 10

Donde x es la cantidad, en cientos de marcos.
Estima la rapidez con la que cambia el costo mensual cuan-
do se fabrican 500 marcos.

Utiliza la definicion de derivada para obtener la derivada de las si-
guientes funciones en el valor indicado.

21
22.
23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.

30.

f(x)=e\/Xle enx=—2
f(x)=In@) enx=7
f(X)=x*+x2enx=1
f(x)=In(xX) enx=1
f(x)=x\/; enx=4
f(x):exxenx:%
fO)=Vx+Vex—1enx=2

f(x)=3*>enx=0

()= enx=>5

f(x):%enx:Z

2.2 LA DERIVADA COMO UNA PENDIENTE

Para obtener la expresion que define a la derivada, también podemos partir de argu-

mentos geométricos.

El problema de la pendiente de la recta tangente es muy antiguo; esto se re-
monta a la época del cientifico griego Arquimedes (287-212 a. C.), quien creci6 con la
nocion de Euclides (365-300 a. C.) de una recta tangente como una recta que toca una
curva en un solo punto. Esta idea de tangencia es totalmente correcta para circulos, pero
completamente insatisfactoria para otras curvas.

punto de
tangencia

P Arquimedes descubrié que cuan-
do se centra la atencion en un punto de
una curva, ocurre que en dicho punto, la
curva se comporta como una recta. Por
esta razon definio a la recta tangente a
una curva en un punto P como la recta
que mejor se aproxima a la curva en ese
punto. Para comprender mejor esta idea,
aplicaremos el concepto de limite.

Recta tangente de acuerdo
con Euclides

Ejemplo de curva que no cumple
con la vision de tangencia de Euclides
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124 - Capitulo 2 < La derivada

CONSTRUCCION

Consideremos la siguiente grafica. Deseamos obtener la pendiente de la recta tan-
gente a la grafica de f(x) en el punto P.

) Recta
2 tangente

Observa que la pendiente de la recta tangente, no se puede obtener mediante la
Y2— Y1
Xy = Xq

formulam = , ya que no conocemos dos puntos de la recta.

Lo que haremos es partir de la pendiente de una recta secante (es decir, de una
recta que corte a la grafica en dos puntos), para obtener un valor aproximado de la pen-
diente de la recta tangente.

La pendiente de la recta secante que pasa por los puntos P(2,4) y Q(6, 21), esta
dada por

21-4 17

msecante -

6—2 4
Si observamos la figura anterior, vemos que la pendiente de la recta secante que
pasa por Py Q, es muy diferente a la pendiente de la recta tangente en el punto P.

Para aproximar la pendiente de la recta secante a la pendiente de la recta tangente, uti-
lizaremos puntos sobre la curva y = f(x) que se encuentren cada vez mas cercanos al
punto P.

Llamemos al nuevo punto Q, y tracemos la recta secante que pasa por Py Q.

Calcula la pendiente de la nueva recta P-Q;, m =

Observa que la nueva recta secante se aproximé a la recta tangente.

Realicemos nuevamente el proceso anterior.
Llamemos ahora al nuevo punto Q, y tracemos la recta secante con P y Q..

Calcula la pendiente de la nueva recta P-Q,, m =

La recta secante se aproximo todavia mas a la recta tangente.
Abhora, llamemos al nuevo punto Q, y tracemos la recta secante con Py Q.

Calcula la pendiente de la nueva recta P-Q;, m =

La recta secante se aproximo todavia mas a la recta tangente; esto significa que
sus pendientes son alin mas parecidas.

Si continuamos con el mismo proceso, vemos que la recta secante quedara casi
empalmada con la recta tangente.

Repitamos el proceso una vez mas. Tracemos la recta que pasa por Py Q,.

Calcula su pendiente m =
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Secciéon 2.2 = La derivada como una pendiente = 125

Observa que la recta secante quedo dibujada casi encima de la recta tangente.
Cuando eso ocurre, podemos decir que sus pendientes son muy aproximadas; pero eso
pasa solamente si Q se encuentra muy cerca de P; es decir, si tomamos el limite.

Si llamamos h a la distancia horizontal que hay entre P y los puntos Q;, donde
i=123y4

¢Cuanto vale h entre los puntos P y Q?

¢Cuéanto vale h entre los puntos Py Q,?

¢Cuanto vale h entre los puntos P y Q,?

¢Cuanto vale h entre los puntos P y Q3?

¢Cuanto vale h entre los puntos Py Q,?

¢ Qué sucede con la distancia h, a medida que tomamos puntos Q mas cercanos
al punto P?

CONCLUSION | A medida que el punto Q esta més cerca del punto P, la distancia h que hay entre
las X, se hace mas pequefia; es decir, tiende a cero.

Podemos entonces concluir que: Mepgene = Lhin% (Mgecante)
—

En general, si conocemos los puntos (x, f (X)) y (x+h, f (x+h)) de una recta se-
cante, su pendiente queda expresada como:

m_f(x+h)7f(x)_f(erh)ff(x)
B X+ h—x a h

Al sustituir la pendiente de la recta secante en la conclusion anterior obtenemos:

Miangente = LIh—»o

(f(x+ hy — £(x)
m h

)= (%)

Observa que es la misma expresion que define a la derivada de una funcién. Por
lo tanto, podemos decir que la derivada representa la pendiente de la recta tangente
a la gréafica de una funcién f (x) en el punto P.

Con base en las conclusiones obtenidas en las secciones 1y 2, podemos resumir que
la derivada de la funcidn f (x), evaluada en el punto en donde x = a, representa:

< Larazon de cambio de la funcién en el instante en donde x = a.
- La pendiente de la recta tangente a la curva f(x) en el punto en donde x = a.

EJEMPLO 1 oObtén la pendiente de la recta tangente a la grafica de la funcion f(x) = In x, en el
punto en donde x = 1.

Solucion  Dibujemos la grafica de la funcién y marquemos la recta tangente, para comprender
qué estamos buscando.

Recta tangente

Punto de
tangencia
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Sabemos que la pendiente de una recta tangente esta dada por la derivada de la
funcion, asi que en este caso debemos encontrar la derivada de la funcién en el punto
x = 1 (que es donde ocurre la tangencia); en la seccion anterior vimos como obtener
la derivada de una funcion en un valor especifico, utilizando la definicion de derivada.
Para obtener la pendiente, utilizaremos ese proceso.

La definicién es:

f'(x) = LhILT(')I

f(x + h) — f(x)
h

Como deseamos obtener la derivada en el punto en donde x = 1,y sabemos que
el valor de h debe ser muy pequefio (acercarse a cero) para obtener una buena esti-
macion de la derivada, tomemos, por ejemplo, h = 0.0001. Sustituimos el valor de x y
de h en la definicién y obtenemos:

f(1 + 0.0001) — f(1)
0.0001

£(1.0001) — f(1)
0.0001

Observa que ya no utilizamos la palabra Limite; esto se debe a que al sustituir el va-
lor de h, ya estamos obteniendo el limite (es decir, tomamos un valor de x muy cercano

f'(1) = es decir, f'(1) =

al numero 1).

Si evaluamos la funcién en los nimeros que quedaron indicados, obtenemos:

f/(1) =

In(1.0001) — In(L)
0.0001

Con una calculadora obtenemos el valor de esta expresion y llegamos a

(1) ~ 0.99995,

es

decir, f'(1) =1, esdecir, Myngene = 1.

En las siguientes funciones obtén la pendiente de la recta tangente
a la curva dada en el punto indicado.

1.

O—®+Z3 000

—0.24

2
3
4.
5
6

f()=Vxienx=3

. f(x)=e2x4enx=%
Cf)=3"enx=1
2
f(x):);jzlenx:o

. f(X)=In(,x)enx =2

La siguiente grafica muestra la tasa de crecimiento de la
poblacién de México en el periodo de 1895 a 1995. (Fuente:
http://www.inegi.gob.mx).

Tasa de crecimiento de la poblacion 1985-1995

—0.5

7 T T T T T T T T T T
1895- 1900- 1910- 1921- 1930- 1940- 1950- 1960- 1970- 1980- 1990-

1900 1910 1921 1930 1940 1950 1960 1970 1980 1990 1995

7.

a) Estimala pendiente de la recta tangente en el periodo de
1970 a 1980.

b) Estima la pendiente de la recta tangente en el periodo de
1940 a 1950.

La siguiente grafica muestra el total de viviendas habitadas
en México en el periodo de 1950 a 1995. (Fuente: http:/
www.inegi.gob.mx).

Total de viviendas habitadas 1950-1995

19.4

12.1

8.3

6.4

L_d_d _d 4 4

T T T T T
1950 1960 1970 1980 1990 1995

a) Estima la pendiente de la recta tangente en el afio 1980.

b) ¢Qué informacion proporciona el resultado del inciso
anterior con respecto al total de viviendas habitadas en
México en 19807
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8. Lasiguiente grafica muestra la poblacién residente en Mé-
xico y el crecimiento relativo de la poblacion en el periodo
de 1900 a 2000. (Fuente: http:// www.inegi.gob.mx).

Crecimiento relativo de la poblacion, 1900-2000

Millones
de personas

120
100 1
80
60 1
40
20 1

Seccion 2.3 < Como derivar una funcién por medio de su grafica - 127

a) Estima la pendiente de la recta tangente, en el afio 1950,
del crecimiento relativo de la poblacion.

b) ¢Qué informacion proporciona el resultado del inciso
anterior con respecto al crecimiento relativo de la
poblacion en 1950?

Porcentaje

r 4.0

34

r 3.0

r 2.0

r 1.0

L L L L L L L L
21 1930 1940 1950 1960 1970 1980 1990 2000
Aiio

—0.5

r—0.5

2.3 COMO DERIVAR UNA FUNCION POR MEDIO DE SU GRAFICA

EJEMPLO 1

Solucién

En la seccion 2 aprendiste que la derivada de la funcién en un punto representa la
pendiente de la recta tangente a la gréafica de la funcion en ese punto; este hecho nos
serd de gran utilidad en esta seccion.

Ahora aprenderas a obtener la grafica de la derivada de una funcién. Ya cono-
ciendo la grafica de la funcién original, analizaremos su comportamiento para deducir
las caracteristicas que debe tener la grafica de la derivada.

Iniciaremos con un ejemplo muy sencillo.

Traza la grafica de la derivada de la funcién que aparece a continuacion.

4
3

y

y=fx)

Recuerda que la derivada de una funcién en un punto esta dada por la pendiente de
la recta tangente en ese punto, por lo que primero debemos encontrar el valor de la pen-
diente en cada punto de la funcion dada. En este caso, como la funcion es constante es
obvio que la pendiente de la recta tangente en cualquier punto es cero, por lo que
podemos concluir que la derivada de la funcion dada vale cero en todo punto.

Para trazar la grafica de la derivada, en cada valor de x marcaremos como altura
el valor de la pendiente, que en este ejemplo siempre sera cero. Entonces, la grafica de
la derivada quedaria como sigue:

En general, podemos decir que la derivada de cualquier funcién constante siempre
vale cero. I
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EJEMPLO 2 Trazala gréfica de la derivada de la funcién que se muestra a continuacion.
y=fx)

51y

oS N W
s
i
|

e

w

Solucidn  Nuevamente, para obtener la derivada en un punto tenemos que encontrar la pendien-
te de la recta tangente en ese punto. Como en este caso la funcién dada es una recta,
sabemos que una de las caracteristicas de las rectas es que en todo punto su pendiente
es la misma. Observa que cuando la variable x aumenta una unidad, la altura de la fun-
cion disminuye dos unidades, es decir la pendiente de la recta en cualquier punto es

Ay _ =2

m = -5 = —2, por lo que podemos concluir que la derivada de la funcion
Ax

dada en cualquier punto vale —2. Para trazar la grafica de la derivada, en cada
valor de x marcaremos como altura el valor de la pendiente, que en este ejemplo siem-
pre sera —2y la gréafica es la siguiente:

3Ly
2
1
0 X
-4 -3 -2 -1 o 1 2 3 4
-1
1 y =1
-3

En los ejemplos anteriores, la derivada tiene el mismo valor en todo punto de-
bido a que las funciones dadas eran rectas; sin embargo, esto no se cumple para todas
las funciones. En general, la derivada tiene valores diferentes en cada punto.

¢ Qué sucede cuando la funcidn no es una recta?

Cuando la funcién no es una recta, la pendiente de la recta tangente es diferente en cada
uno de sus puntos, por lo que es mas conveniente observar geométricamente el compor-
tamiento de las pendientes, en lugar de encontrar su valor en cada punto de la gréfica.

CONSTRUCCION

Tomando como base la gréfica de la siguiente funcion, contesta lo que se te pide.

104V
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Conclusion

Seccion 2.3 = Como derivar una funcion por medio de su grafica = 129

a) Dibuja una recta tangente a la grafica de la funcion, en cada uno de los pun-
tos marcados.

Geométricamente podemos observar la pendiente en la inclinacion de la recta.
En cada uno de los puntos, ¢la pendiente tiene el mismo valor?

¢Cémo es la funcion en el lado izquierdo del eje y, creciente o decreciente?

¢Las pendientes de las rectas que dibujaste, son positivas o negativas?

Si consideramos que la derivada es la pendiente de la recta tangente, podemos con-
cluir que:

Cuando la funcion es decreciente, la derivada es y viceversa.

iDibujemos la gréfica de la derivada!

La expresion “la derivada es negativa™ significa que la grafica debe estar por deba-

jo del eje x. Observa que, conforme la x va disminuyendo (X — —<o) la pendiente (incli-

nacion de la recta tangente) se hace cada vez mas pequefia; ademas en x = 0 la pendiente
es cero, asi que hasta este momento la gréfica de la derivada quedaria como sigue:

y
, 0 X
—4 -2 0 2
yv=fwm 77
six <0

b) Dibuja una recta tangente a la gréafica de la funcién, en cada uno de los pun-
tos marcados.

Observa las pendientes en cada uno de los puntos, ¢tienen el mismo valor?
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CONCLUSION

Segunda derivada

¢Como es la funcion en el lado derecho del eje y, creciente o decreciente?

¢Las pendientes de las rectas que dibujaste, son positivas o negativas?

Si consideramos que la derivada es la pendiente de la recta tangente, podemos con-
cluir que:
Cuando la funcion es creciente, la derivada es y viceversa.

iDibujemos la gréafica de la derivada!

La expresion “la derivada es positiva” significa que su grafica debe estar por arri-
ba del eje x. Observa que conforme x esta aumentando (X — +<) la pendiente (incli-
nacion de la recta tangente) también se hace cada vez mas grande. Por lo tanto,
finalmente la gréafica de la derivada queda como sigue:

y

y=Ff()

—4 -2 0 2 4

En cada punto de una funcién sélo puede haber una pendiente, esto implica que en cada
punto de una funcion sélo puede haber una derivada; por lo tanto, podemos decir que
la derivada de una funcion es también una funcion.

Como f’(x) es una funcién, entonces es posible obtener su derivada [f '(x)],y a
ésta le llamaremos segunda derivada de f. En forma similar, es posible obtener la ter-
cera derivada, cuarta derivada, etcétera.

La segunda derivada de la funcién f (x) se denota como f"(x), y se obtiene de-
rivando f ' (x).

Observa que en el ejemplo anterior relacionamos el concepto de derivada con el
comportamiento de la funcion: creciente o decreciente. Con la segunda derivada podemos
determinar si la concavidad de la funcién f, es hacia arriba o hacia abajo. Conocer la con-
cavidad es importante, pues nos indica como cambia la funcion, si lo hace rapida o len-
tamente; esto es de gran utilidad sobre todo cuando la funcion representa alguna situacion
de lavida real, por ejemplo, una poblacién, la demanda de un articulo, etcétera. En la sec-
cién 3.2 conoceras aplicaciones de concavidad.

Para deducir la concavidad de una curva por medio de la segunda derivada, re-
solveremos el siguiente ejemplo. Esto lo haremos con base en una funcion polinomial
ya que en la seccién 1.10 vimos cémo graficar polinomios de cualquier grado; sin em-
bargo, podemos generalizar los resultados para cualquier funcion.

Primero, veamos la informacién que nos proporciona la siguiente nota, pues nos
serd de mucha utilidad al dibujar la grafica de la derivada de un polinomio.

En el ejemplo anterior, la grafica de la funcién f (x) representaba una parabola, es decir;
un polinomio de grado 2,y al dibujar la gréfica de la derivada de esta funcién obtuvimos
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una funcién lineal (ya que quedd una recta), es decir, un polinomio de grado 1. Es posi-
ble generalizar este resultado para un polinomio de cualquier grado; entonces, decimos
que si f (X) es un polinomio de grado n, entonces f'(x) también es un polinomio, pero
de grado n — 1; f”(x) también es un polinomio, pero de grado n — 2,y asi sucesiva-
mente. También observamos que el signo del coeficiente principal del polinomio se
conservo en la derivada; este resultado también es generalizable.

En los puntos en donde el polinomio tenga un méximo o un minimo, la deriva-
da sera cero, ya que al dibujar una recta tangente en ese punto, obtenemos que es una
recta horizontal (cuya pendiente es cero).

Dibuja la grafica de la primeray segunda derivada del polinomio dado en la siguiente
grafica.

Primera derivada

Funcién polinomial

Segunda derivada

10}

4

-3

T

101 frwy

f(x) es un polinomio de grado

-5 -4-3-2-1 101 2 3

-5

—10

f'(x) es un polinomio de grado f”(x) es un polinomio de grado

con coeficiente principal de signo

con coeficiente principal de signo con coeficiente principal de signo

Solucion  Contesta lo siguiente:

a) Observa la funcion en la gréfica de f ”(x) para valores de x antes del 1, ¢ es posi-
tiva o negativa?

b) Observa la funcién en la gréafica de f'(x) para valores de x antes del 1, ;es
creciente o decreciente?

c) Observa la funcién en la grafica de f (x) para valores de x antes del 1, ;qué con-
cavidad tiene? (hacia arriba o hacia abajo)

CONCLUSION

Cuando la segunda derivada es negativa,

la primera derivada es

y la funcion es

d) Observa la funcion en la gréfica de f " (x) para valores de x después del 1, ;es positiva
0 negativa?

e) Observa la funcién en la grafica de f ’ (x) para valores de x después del 1, ;es
creciente o decreciente?

f) Observa la funcién en la grafica de f (x) para valores de x después del 1, ; qué con-
cavidad tiene? (hacia arriba o hacia abajo)
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CONCLUSION

EJEMPLO 2

Solucion

Cuando la segunda derivada es positiva,

la primera derivada es

y la funcién es

iResumamos lo aprendido con los ejemplos anteriores!

f(x) f'(x) £(x)
FUNCION PRIMERA DERIVADA | SEGUNDA DERIVADA
CRECIENTE PosiTiva
DECRECIENTE NEGATIVA
CONCAVA HACIA ARRIBA | CRECIENTE PosiTiva
CONCAVA HACIA ABAJO DECRECIENTE NEGATIVA

Tiene un PUNTO
MAXIMO

A

cuando la funciéon cambia
de creciente a decreciente

\

cuando la funcién cambia
de decreciente a creciente

CAMBIA DE POSITIVA
A NEGATIVA

Tiene un PUNTO
MINIMO

CAMBIA DE NEGATIVA A
POSITIVA

Utilicemos el resumen anterior para obtener la grafica de la derivada de la siguiente
funcién exponencial.

Para dibujar la grafica de la derivada tenemos que deducir las caracteristicas que ésta
debe tener. Para ello nos fijamos en las caracteristicas de la funcién original. Si obser-
vas la tabla resumen, la columna funcion nos indica si la funcién es creciente o decre-
ciente, y si es concava hacia arriba o hacia abajo. En esto debemos fijarnos.

Observa que la grafica anterior tiene las siguientes caracteristicas:

1 Esuna funcién creciente.
2 Es concava hacia arriba.

Ahora debemos deducir las caracteristicas de la derivada, basandonos en la in-
formacién anterior de la funcion.

1 Como la funcion es creciente, entonces la derivada debe ser positiva (segun la
segunda columna de la tabla resumen), recuerda que ser positiva significa que
la grafica debe estar dibujada por arriba del eje de las x.

2 Como la funcién es concava hacia arriba, entonces la derivada debe ser cre-
ciente (segln la segunda columna de la tabla resumen).
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De acuerdo con las caracteristicas que debe tener una derivada, siempre existiran 2 gra-
ficas que cumplen con dichas caracteristicas:

Una concava hacia arriba y otra concava hacia abajo; solamente una de ellas es
la correcta, y ésta seré aquella grafica que no altere las caracteristicas que debe tener

la derivada (en este caso positiva y creciente).

¢Cual de las 2 debemos seleccionar?

e LacoOncava hacia arriba y creciente J

- LacoOncava hacia abajo y creciente /

iRecuerda que la derivada debe ser positiva!

¢Cual de las 2 graficas anteriores no va a afectar el hecho de que la derivada debe
ser positiva?

Entonces, la grafica de la derivada tiene como caracteristicas:

1 Positiva. 2 Creciente. 3 Cobncava hacia arriba.
Su gréfica es:

A

baey)
2
0 X
-3 -2 -1 0 1 2
-2

Observa que es exactamente igual que la funcion original.

Al obtener la gréafica de la derivada de una funcién es importante deducir cual debe
ser la concavidad de la curva; en este caso lo determinamos intuitivamente. Siempre
existen sélo 2 posibilidades, que sea concava hacia arriba o hacia abajo. En lo que debe-
mos poner especial atencién es en que no se alteren las caracteristicas que determi-
namos debe tener la gréfica de la funcion derivada. I

EJERCICIO 1 cConbase en lagréafica de la funcién, dibuja la gréfica de la derivada.

Solucioén

Gréfica de f(x) Gréafica de f'(x)

y 41y

f )
) -5 -4-3-2-1 01 2 3 4 5
0 x -2

-3

-2

-1 Jo 1 2 3 4 s
_ —4

Caracteristicas de f (x). Selecciona las correctas:
O Es creciente

O Es decreciente

O Es céncava hacia arriba

[0 Es concava hacia abajo

Caracteristicas de f'(x). Selecciona las correctas:
O Es positiva

O Es negativa

O Es creciente

[0 Es decreciente

O Es cOncava hacia arriba

0 Es cOncava hacia abajo
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EJERCICIO 2 Utiliza un graficador para dibujar la gréfica de la funcion, y a partir de ella dibuja la
grafica de su derivada.

1
FO=&-1
Gréfica de f (x) Gréfica de f'(x)
y y
6 6
4 4
2 2
X 0 X
-4 -2 0 2 4 —4 -2 0 2 4
-2 -2
—4 —4
-6 -6
Solucién Caracteristicas de f (x). Selecciona las correctas:  Caracteristicas de f'(x). Selecciona las correctas:
Para x antes de 1 Para x después de 1 Para x antes de 1 Para x después de 1
O Es creciente O Es creciente O Es positiva O Es positiva
O Es decreciente O Es decreciente O Es negativa O Es negativa
O Es concava hacia arriba O Es concava hacia arriba [0 Es creciente O Es creciente
O Es concava hacia abajo [0 Es concava hacia abajo [0 Es decreciente O Es decreciente

O Es coéncava hacia arribal Es concava hacia arriba
[0 Es concava hacia abajo [0 Es concava hacia abajo

EJERCICIO 3 Utiliza un graficador para dibujar la gréfica de la funcién, y con base en ella dibuja la
gréafica de la derivada.

1
HOES:
Gréfica de f (x) Gréfica de f'(x)
y y
6 6
4 4
2 2
0 X 0 x
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4
-2 -2
—4 —4
-6 -6
Solucién Caracteristicas de f(x). Selecciona las correctas:  Caracteristicas de f’(x). Selecciona las correctas:
Para x antes de 0 Para x después de 0 Para x antes de 0 Para x después de 0
O Es creciente O Es creciente O Es positiva O Es positiva
O Es decreciente O Es decreciente O Es negativa O Es negativa
0 Es concava hacia arriba [0 Es concava hacia arriba [J Es creciente O Es creciente
0 Es concava hacia abajo [0 Es concava hacia abajo [0 Es decreciente O Es decreciente

[0 Es coéncava hacia arribad Es concava hacia arriba
0 Es concava hacia abajo [0 Es cdncava hacia abajo
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EJERCICIO 4 Dibujalagréficade f'(x) y f"(x), para la funcion dada. Contesta en las lineas lo que se

te pide.
Gréfica de f(X) Gréfica de f'(x) Gréfica de " (X)
’ NS ol 7@
6
4 5 5
2 0 X 0
0 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 -5 —4 -3 -2 -1 0 1 2

2\f/4
-2

-5

—10

=5

—10

Solucidn

f(x) es un polinomio de grado f’(x) es un polinomio de grado f” (x) es un polinomio de grado

con coeficiente principal de signo con coeficiente principal de signo con coeficiente principal de signo

EJERCICIO 5 Dada la grafica de la derivada, contesta lo que se te pide con respecto a la funcién
original.

y
40

Grafica de la|derivada

03/41 2 3 4

—20

—40

Solucion a) Enqué intervalos f (X) es creciente:

b) En qué intervalos f (x) es decreciente:

c) En qué intervalos f (x) es concava hacia arriba:

d) En qué intervalos f (x) es concava hacia abajo:

e) En qué punto(s) f (x) tiene un maximo:

f) En qué punto(s) f (x) tiene un minimo:

g) En el valor de x = 2 hay un maximo o minimo de f(x)?

¢Por qué?

EJERCICIO 6

Dibuja la grafica de una funcién que cumpla con la siguiente situacion:

Un estudio efectuado por el INEGI indica que la poblacién de una ciudad pre-
senta una primera derivada positiva y una segunda derivada negativa.

Dibuja la gréfica de la poblacion en funcion del tiempo y describe lo que estos
resultados significan.
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Solucidn

¢Qué informacion nos da la gréafica con respecto a la poblacion?

En los ejercicios de 1 a 7 utiliza la gréafica de la funcién para dibujar la grafica de la derivada.

Y =

4,
1. y y
X
t t 1
_ 2 /
5.
2 Ay
|
|
|
|
l
—4
x l
> |
|
|
|
l
6.
3 ky y
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Utiliza un graficador para dibujar la gréfica de la funcién y, con ba-
se en ella, dibuja la grafica de la derivada.

8. y = X7513 ex

9. y=(16)"Inx
10. y=xlInx
U oyl XT 1 I712

YT
N S 19.
12. y= X—3 /
13. y=¢e¥
Dibuja la grafica de la primera y segunda derivadas de las siguien- -1

tes funciones polinomiales.

15. Ay

y=r®

\ s

—15 6

Conjunto de ejercicios 2.3 = 137

17. T

y=r®

18.

y=fx)

y=7®

\As

I\

y=r®

/vk

16.

21

y=1)

\ s

T
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En los problemas 22 a 26, dada la gréafica de la derivada obtén la si- 26. y
guiente informacion de la funcion original.

a) Intervalos donde f crece. y=r'(x)
b) Intervalos donde f decrece.

c) Intervalos donde f es concava hacia arriba.
d) Intervalos donde f es concava hacia abajo.

e) Maximosy minimos de f. \\
22. y

\y

'><

Realiza lo que se te pide.

27. Dibuja la grafica de una funcién que cumpla con la siguien-

te situacion: Por consejo de una empresa que ofrece servicios

— 5 ; > de asesoria, una comp_aﬁl'a deciEjié inver_tir en publicidad pa-

ra promover su negocio. Después de varios meses de estar in-

\ virtiendo cada vez un poco més de dinero en publicidad, los

resultados reportados al seguimiento de esta decisién indi-

23 caron una primera derivada positiva y una segunda deriva-
_— da también positiva. ¢ Qué significa este resultado?

y=r'®

'R

a) Dibuja la gréfica de las ventas en funcion de los gastos en
publicidad.

28. En cierta ciudad se descubrio un brote de sarampién en la
poblacién infantil. La Secretaria de Salud determind que el
numero de enfermos contagiados se fue incrementando con

x el transcurso de los dias de tal manera que se muestra una

-2 (15 5 primera derivada positiva y una segunda derivada negativa.

¢ Qué significa este resultado?

a) Dibuja la gréfica del nimero de contagiados en funcion
\y del tiempo.

24. ‘

29. Un estudio de mercado realizado por cierta compariia mues-

tra que la demanda de su producto esta relacionada con el
y=71'® precio, de tal manera que se observa una primera derivada
negativa y una segunda derivada positiva. ¢ Qué significa es-
te resultado?

\ M

-5 -3 N~ 5 a) Dibuja la grafica de la cantidad demandada en funcién
del precio del producto.

30. Laempresa Rodriguez y Asociados contraté una agencia
para hacer un estudio del comportamiento de sus utilidades
en funcién del nimero de trabajadores, los resultados repor-

Y tados por la agencia muestran una primera derivada decre-

ciente. ¢ Qué significa este resultado?

25.

a) Dibuja la grafica de las utilidades en funcion del na-
mero de trabajadores.
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2.4 DERIVADA POR FORMULAS Y SUS PROPIEDADES

Ahora aprenderas una estrategia mas rapida y exacta para obtener la derivada de una
funcion: formulas y propiedades. Desafortunadamente no todas las funciones pueden
derivarse asi, por eso es necesario aprender otras formas para obtener la derivada de
una funcién.

Es importante que sepas distinguir entre una funcion basica y una compuesta,
pues la forma de derivarlas es diferente. En esta seccién aprenderds a derivar fun-
ciones basicas.

Llamaremos bésica a una funcion, si su argumento es solamente x. El argumento es la
variable independiente que la funcion tiene; por lo general se acostumbra utilizar la letra
x como la variable independiente de una funcién, sin embargo, se puede utilizar cualquier
otraletra. De la misma forma, para denotar una funcion es posible utilizar cualquiera, otra
letra, no solamente la f.

Ejemplos de funciones bésicas

1. f(x)=¢e*

2. g (t) — t1/3

3. h(y)=Iny

4. y(s)=2°

Observa como en las funciones bésicas aparece la variable independiente sola.
En la primera funcién el nmero e esta elevado solamente a x, en la segunda funcién
aparece solamente la variable t elevada al exponente 1/3, en la tercera funcion aparece
solamente la variable y como argumento de la funcién logaritmo natural, y en la cuar-

ta aparece solamente la variable s como exponente de la funcion exponencial de base
a=2

En la seccion de ANEXOS (pagina 295) encontraras una tabla con todas las formulas
que debes aprender.

Como derivar funciones basicas

En esta parte veremos como derivar los diferentes tipos de funciones que explicamos
en el capitulo 1. Plantearemos una estrategia de razonamiento para obtener la de-
rivada y la acompafiaremos con algunos ejemplos.

Férmula 1: Derivada de una funcidn constante

Sif(x) = C\ entonces f'(x) =0

Argumento de No aparece la variable x del
la funcion argumento

Una forma de reconocer que una funcion es constante, es que en el lado dere-
cho de la igualdad no aparece la variable que esta en el argumento de la funcion.

EJEMPLO 1 cContesta en los espacios en blanco de acuerdo con las dos primeras muestras que
aparecen en la siguiente tabla.
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iA TRABAJAR!

Funcion Anadlisis Derivada
g(x) =In2 | Lavariable del argumento es x. En la expresiénIn2no | g'(x) =0
aparece X, por lo tanto es una constante.
Cuando no se especifica la variable del argumento, se
y =8 | supone que es x . En la expresion 8 no aparece X, y'=0
por lo tanto es una constante.
La variable del argumento es
h(t) =e® | ¢aparece en e®? h'(t) =
por lo tanto e® es
F(z) = =5 | F(z) ¢es constante? F'(2) =
¢Por qué?

Es importante saber distinguir una variable de una constante arbitraria.

La variable es la que aparece en el argumento de la funcién, por ejemplo, si
y = f(x), lavariable del argumento es x; si y = f(t), la variable del argumento es t, y asi
sucesivamente.

Las constantes arbitrarias a menudo se representan con letras (a, b, ¢, k, n, etc.),
pero se debe tener cuidado de que sean diferentes a la letra utilizada para denotar a
la variable del argumento. En algunas ocasiones, en el enunciado se especifica la letra
gue es constante y a veces se da el conjunto de valores que puede tomar.

= Por ejemplo, si nos pidieran la derivada de la funcién y = Ink, donde k es una
constante positiva, dirilamos que es cero, ya que nos mencionan que k es
una constante.

= Por otro lado, si nos pidieran la derivada de la funcién f (t) = e¥, la variable del
argumento es t, asi que, eX es una constante y, por lo tanto, su derivada seria
cero.

= De la misma forma, las derivadas de las funciones y = a¥, y = k" etcétera,
serian cero si a, k, y n fueran constantes.

EJERCICIO 1

EJERCICIO 2

EJERCICIO 3

EJERCICIO 4

EJERCICIO 5

EJERCICIO 6

Utiliza formulas para obtener la derivada de la funcion.

y=3 = y'=

f=-5 = /(=

h(s)=In5 = h'(s) =

y=m = y'=

gy =e* = g'() =

f(r)=(>n3)* = f'(r)=
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Formula 2: Derivada de una funcidn potencia

Sif(x) =x" entonces f’(x) =nx""! | donde n esuna constante

Recuerda que las funciones potencia se reconocen porque la variable del argu-
mento se encuentra en la base y el exponente es una constante; esto lo aprendimos en
la seccion 1.3.

a) La funcion f(x) = x? es una funcion potencia con n = 2, entonces f'(x) = 2x27* = 2x.

b) Lafuncién g(t) =t es una funcién potencia con n = —3, entonces
g'(t)=—-3t31= -3t
. . . , -3
Para no dejar exponentes negativos podemos expresar la derivada como g '(t) = -
En algunas ocasiones, la funcion se expresa con radicales. En este caso, debemos ex-
presarlas como funciones potencia, de acuerdo con la siguiente regla algebraica

YaP = aP9 ya que no tenemos férmula para derivar funciones radicales.

¢) h(z) = V23 se puede escribir como h(z) = z3/5, que es una funcién potencia con
exponente n = 3/5 ; luego, su derivada es:

h/(z) — %2(3/5)_1 — %Z(3/5)—(5/5) — %Z—Z/S

Para no dejar exponentes negativos, podemos expresar la derivada como
3
h'(z) = 5725
También puede suceder que la funcién potencia se encuentre en el denominador. En

este caso, podemos escribirla en el numerador de acuerdo con la siguiente regla al-

1 _ . . . .
gebraica a2 ". Observa que s6lo la potencia cambia de signo.

d) gt) = 31t4 que es igual a g(t) = t“% puede escribirse como g(t) = t ~*/, con lo que

obtenemos una funcién potencia con exponente n = —4/3, por lo que su derivada sera

v = o Ay —4
g (t):Tt( 4/3) l:Tt( 4/3) (3/3):Tt 7/3

Para no dejar exponentes negativos, podemos expresar la derivada como

, —4
g'®= 3R

Férmula 3: Derivada de la funcion identidad

Sif(x) =x entonces f'(x) =1

La funcién de la férmula 3 puede expresarse como y = X, es por eso que esta fun-
cion es llamada identidad, ya que la variable dependiente y toma los mismos valores
que la variable independiente x.

Observa que la funcién f(x) =x es una funcién potencia con exponente n= 1. Al uti-
lizar la formula 2 para derivar funciones potencia obtenemos que f'(x) = 1.
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iPractiquemos lo aprendido con los ejemplos anteriores!

Obtén la derivada de la siguientes funciones. Contesta en las lineas lo que se te indica.

Funcién Analisis Derivada

f(x)=x> ¢ Es una funcién potencia?
Valorden =

g()=t? ¢Es una funcion potencia?
Valorden =

h(z)=\4/z_5 ¢Es una funcion potencia?
Valor de n =

1

g(H= % ¢Es una funcién potencia?
Valorden =

y(w)=w ¢Es una funcion potencia?
Valorden =

iA TRABAJAR!

EJERCICIOS Utiliza formulas para obtener la derivada de las funciones.

2

Ly=x" = y'=
2.f0) =x"* = f'(x) = sin exponentes negativos f '(x) =
3.f)=t° = f'(t)= sin exponentes negativos f'(t) =

Recuerda que en ocasiones es necesario transformar la funcion para que esté expre-
sada como una funcion potencia.

4. f(x) = Vx  la expresamos como f(x) = =f'(x) =
5.y= % la expresamos comoy = =y’ =

__1 _ 'Y —
6. gth) =— = la expresamos como g(h) = =g'(h) =

Foérmula 4: Derivada de la funcién logaritmo natural

Sif(x) = Inx entonces f'(x) = 1

x

Para esta funcién no hay una variedad de ejemplos, lo Unico que podemos pre-
sentar es que la variable argumento de la funcién sea diferente a x.
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EJEMPLO 1 Obtén laderivada de las siguientes funciones.

Funcion Derivada
1

f()=Int f’(t)=T
, 1

gy)=Iny g (y)=;
1

h(z)=In z h’(z)=;

iA TRABAJARI!

EJERCICIOS Utiliza férmulas para obtener la derivada de las siguientes funciones.

Ly@®=Int = y'(t)=

2. f(b)=Inb = f'(b)=

Férmula 5: Derivada de la funcion exponencial de base e

Sif(x)=e* entonces f /(x) =e*

La funcion exponencial de base e se reconoce porque la variable esta en el ex-
ponente y su base obviamente es el nimero e.

Para esta funcién tampoco hay una variedad de ejemplos, lo Gnico que podemos
presentar es cuando la variable argumento del exponente es diferente a x.

EJEMPLO Obtengamos la derivada de las siguientes funciones. Contesta en las lineas lo que se te
pide, basandote en la muestras que aparecen en la siguiente tabla.

Funciéon Analisis Derivada

f(z)=e* La variable z esta en el exponente, y la f'(z)=¢e?
base es el niumero e.

Lavariablees:
h(t) =e (Estaenel exponente? h’(t) =

¢Cual es la base?

Lavariablees:
g(y)=¢e’ (Estaenel exponente? g'(y)=

¢ Cual es la base?
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iA TRABAJAR!

EJERCICIOS Utiliza férmulas para obtener la derivada de las siguientes funciones.

Ly(@=e? = y'(@=

2.f(m)=e™ = f'(m)=

Formula 6: Derivada de la funcidn exponencial de base a

Sif(x)=a* entonces f’(x)=a*lna

Recuerda que la funcion exponencial de base a se reconoce porque la variable
esta en el exponente y su base es un nimero positivo diferente de 1, esto lo aprendi-
mos en la seccién 1.4.

EJEMPLO 1 Obtén laderivada de las siguientes funciones. Contesta en las lineas lo que se te pide,
basandote en las muestras que aparecen en la siguiente tabla.

Funcion Analisis Derivada

a) f(x)=3* En esta funcion la variable x aparece a) f'(x)=3*In3
en el exponente y la base es una
constante positiva diferente de 1, por
lo que se trata de una funcién
exponencial de base a; en este caso
a=3.

b) h(t)=2" En esta funcion la variable t aparece b) h’(t)=2'In2
en el exponente y la base es una
constante positiva diferente de 1, por
lo que se trata de una funcién
exponencial de base a; en este caso
a=2.

t
c) P()= (%) ¢La funcion dada es exponencial de c) P'(t)=
base a?
¢Cual es la base? a=

d) G(y)=(1.025)Y | ¢Lafuncion dada es exponencial de d) G'(y)=
base a?
¢Cual es la base? a=

iA TRABAJAR!

EJERCICIOS Utiliza formulas para obtener la derivada de las siguientes funciones.

1.y=2" = y'=
2. fx) =17 = f'x)=
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3.g=7" = g'(H=
4. h(y)=(n8)Y = h'(y)=
5 y=(V3)* = y'=

Propiedades de la derivada

En ocasiones la funcion que se pide derivar esta expresada como una combinacion de
funciones: suma, resta, multiplicacion o divisién; las siguientes propiedades indican
como derivar la funcidn cuando se presenta una o mas de estas combinaciones.

P1. Siy(x)=f(x) =g(x) entoncesy'=f'(x) =g '(X)
P2.Siy=f(x)=g(x) entoncesy’'=f(x) =g '(x) +g(x) = f'(x)
P3.Siy=C- f(x) entoncesy '=C « f’(x) donde C es una constante

909 = ') —f(x) -9’ (x)
[9()T?

f
P4.Siy= gg;

entoncesy’ =

Veamos qué nos indica cada una de ellas y como se utilizan.

Propiedad 1: Derivada de la suma o resta de dos o0 mas
funciones

La siguiente regla aplica para la suma o resta de dos funciones, sin embargo, es valida
cuando se suman o restan mas funciones.

Si H(x) =f(x) = g(x) entonces H "(x) =f'(x) =g '(X)

Lo que la féormula anterior plantea es que cuando se quiere obtener la derivada de
una suma o resta de funciones, es necesario derivar cada término de la suma o resta.

EJEMPLO 1 Obtén laderivada de la funcion H(x) =e*—x*+Inx

Solucion  Lafuncién H(x) contiene tres términos que se estan sumando o restando asi que para
obtener su derivada tendremos que derivar cada uno de ellos, es decir

H'() = €7 — (x*) + (Inx)’

Al derivar cada término, de acuerdo con el tipo de funcion correspondiente,
obtenemos
1

X
0

H'(x) = e* — 4x3 +

EJEMPLO 2 Obtén laderivada de la funcion H(t) = 3! + V12 — 8

Solucion  Paraobtener la derivada de esta funcién primero debemos convertir en una potencia
al radical que aparece en el segundo término. Al hacerlo, tenemos que
H(t) = 3"+ t?° — e®

Para obtener la derivada de la funcién H(t) tenemos que derivar cada uno de sus
términos, es decir

H'() = 3) + (%) — (&)

www.FreeLibros.me



146 - Capitulo 2 < La derivada

EJEMPLO 1

Solucion

Al derivar cada término, de acuerdo con el tipo de funcion correspondiente,
obtenemos
H'() =3'In3 + 2t % —,
Dejamos la respuesta sin exponentes negativos. Finalmente la derivada queda como

, 2
H (t)=3t|n3+w

Propiedad 2: Derivada del producto de dos funciones
A diferencia de la suma de funciones, la derivada de un producto NO se obtiene
derivando cada factor, sino por medio de la siguiente regla.

Si H(X) =f(x) - g(x) entonces H'(x) =f(x)g'(x) +g(x)f'(x)

La derivada de un producto de funciones es igual a: la primera funcién multiplica-
da por la derivada de la segunda, mas la segunda funcién multiplicada por la de-
rivada de la primera.

Estrategia propuesta para derivar una funcién de este tipo

En algunas ocasiones, derivar un producto de funciones es complicado, por lo
que es recomendable identificar cada funcién por separado, llamarle a la primera fun-
cion f(x), a la segunda funcion g(x) y luego derivarlas (por separado) con la férmula
correspondiente, de acuerdo con su tipo de funcion, por ultimo es necesario utilizar la
propiedad 2 para obtener la derivada de la funcién producto originalmente dada. Una
vez que desarrolles la habilidad para identificar los tipos de funciones y para aplicar
laférmulay propiedad correspondientes, entonces podras derivar directamente la fun-
cion producto.

La habilidad para derivar se obtiene con mucha préactica y dedicacion.

Veamos algunos ejemplos.

Obtén la derivada de la funcion H(x) = x5 - e*

Observa que la funcion que se te pide derivar esta expresada como un producto de fun-
ciones. Para derivarla llamaremos f(x) a la primera funcion y g(x) a la segunda funcién,
es decir,

f)=x° y g(x) =¢
Ahora obtenemos la derivada de cada funcién con la férmula correspondiente,
f'(x) =5x"y g'(x) = ¢

Por Gltimo, aplicamos la propiedad 2 con todos los datos obtenidos. La propiedad in-
dica que

H'() =199 '(x) + 909 F'(x)

Al sustituir los datos obtenemos que: H '(x) = x°e* + e*5x*
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Solucion
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Podemos simplificar la respuesta si tomamos x*e* como factor comdn. Al hacer-
lo nos queda como:

H'(x) = x*%e* (x + 5)

Obtén la derivada de la funcién F(x) = V/x = In x

Observa que la funcion que te piden derivar esta expresada como un producto de funcio-
nes. Para derivarla llamaremos f(x) a la primera funcién y g(x) a la segunda funcion; re-
cuerda que la funcidén con radical debe ser expresada como potencia. Al sustituir, tenemos
que:

fx)=x* y gx)=Inx
Obtenemos la derivada de cada funcion con la férmula correspondiente,

, 1 1 , 1
f(X):EX V2 = oxiz Y g(X)=;

Por ultimo, aplicamos la propiedad 2 con todos los datos obtenidos.
La propiedad indica que:

H'(x) = 109" () + g()f'(x)

Al sustituir los datos obtenemos:

1 1 x*2 " Inx

— yl2 L+ —

FIO)=x"3 tInxo5 5 ==+ 50

Simplificando el primer término de la derivada, utilizando las leyes de los exponentes

obtenemos que:

, 1 Inx
F'(x) = ) + oyl

1 ,
Tomamos ~ 3 como factor comdn, y la respuesta queda como:

, 1 Inx
P09 = W(“T)

Propiedad 3: Derivada del producto de una constante por
una funcion

La regla es:

Si H(x) = Cf(x) entonces H'(x)=Cf’(x)

La propiedad nos indica que la derivada del producto de una constante por una
funcion es igual al producto de la constante por la derivada de la funcién; es de-
cir, la constante se queda igual y la funcién se deriva.

La derivada de esta funcion puede obtenerse utilizando la propiedad anterior, sin em-
bargo, dado que una de las funciones es constante, su derivada es cero y esto cancela
el segundo término de la propiedad 2.

iComprobemos la propiedad!
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EJEMPLO 3

Solucién

EJEMPLO 1

Solucién

Si tenemos la funcion H(x) = Cf(x) y la derivamos como un producto de fun-
ciones, por la propiedad 2 tenemos que:

H'(X) = (La 1 funcion) = (La derivada de la 22 funcién)+(La 2* funcion) = (La derivada de la 1° funcion)
Si C es la primera funcién y f(x) es la segunda funcién, tenemos que:
=0
H'(x) = C « f'(X) ££X) = 0, entonces tenemos que H'(x) = C « f'(x)

Veamos un ejemplo.

Obtén la derivada de la funcion G(x) = 2+5*

Observa que la funcién G(x) esta definida como el producto de la constante 2 por la
funcion 5. Para derivarla utilizaremos la propiedad 3, es decir, la constante se queda
igual y la funcion se deriva; como en este caso la funcion es una exponencial de base
a, aplicamos la férmula 6 para derivar la funcion. La derivada de G(x) queda como:
G'(X) = 2+5%«In5

Propiedad 4: Derivada del cociente (divisién) de dos
funciones

A diferencia de la suma o resta de funciones, la derivada de una division NO se
obtiene derivando numerador y denominador y dividiéndolos, sino de acuerdo con la
siguiente regla.

SiH(x) = W09 i H'(x) = 90 () —f(x)9'(®)

9() [g()T?

La derivada de un cociente de funciones es igual a: la funcién del denominador por la
derivada de la funcion del numerador, menos la funcién del numerador por la derivada
de la funcién del denominador, entre la funcién del denominador elevada al cuadrado.

Estrategia propuesta para derivar una funcién de este tipo

Al igual que en el producto de funciones, en algunas ocasiones derivar un co-
ciente o division de funciones puede ser complicado, por lo que es recomendable iden-
tificar cada funcién por separado, llamarle f(x) a la funcién del numerador y g(x) a la
funcion del denominador, derivarlas por separado con la férmula correspondiente de
acuerdo con su tipo de funcién y, por ultimo, utilizar la propiedad 4 para obtener la de-
rivada de la funcion cociente originalmente dada.

Veamos un ejemplo.

Obtén la derivada de la funcion H(x) = I)r('—;(
Observa que la funcién H(x) esta definida como el cociente de 2 funciones. Para de-

rivarla seguiremos con la estrategia sugerida. Hagamos la sustitucion:

f(x)=1Inx y g(x) =x2
Derivamos cada funcion con la férmula correspondiente de acuerdo con el tipo
de funcién y obtenemos:
1
X

=5y 9'(x)=2x
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Aplicamos la propiedad 4 con todos los datos obtenidos.
La propiedad indica que:

H () = 900F 09=T0g'C0
[90)F

Al sustituir datos obtenemos que:
2

1 X
2= — . = —=2xInx
X In X« 2X X

X

H’ (X) = (xz)z = x4

Al simplificar el primer término del numerador por medio de las leyes de los ex-
ponentes obtenemos:

H'(x) = x—i>4<|nx

Al tomar x como factor comun en el numerador, la respuesta queda como:

H(x) = X(1—2Inx)

x4

Por Gltimo, cancelamos la x del factor comun con una x del denominador y
obtenemos

, 1-2Inx
H'(x) = KT)—

Algunas funciones pueden derivarse de formas diferentes; éste es el caso de la funcion
. Inx . - . s
anterior, H(x) = 2 Para derivarla utilizamos la propiedad de division; sin embargo,

también se puede derivar con la propiedad de producto de funciones si subimos al nu-
merador la funciéon del denominador. Si hacemos esto, la funcién queda expresada como
H(x) = x 2« In x. Observa como la funcién que deseamos derivar ahora es un producto
de funciones. La respuesta final sera la misma, independientemente del camino que se

elija. I

4
EJEMPLO 2 Obtén laderivada de la funcion W(y) = %

Solucion  Observa que la funcién W(y) esta definida como el cociente de 2 funciones. Seguire-
mos con la estrategia sugerida. Hagamos la sustitucion.

fy)=y* vy ay) =4

Derivamos cada funcion con la férmula correspondiente de acuerdo con el tipo
de funcion y obtenemos:

f'y)=4y* y g'(y) =4"In4

Aplicamos la propiedad 4 con todos los datos obtenidos.
La propiedad indica que:

U (LM RO HOY)
W = OO
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iA TRABAJAR!

Al sustituir datos obtenemos:

4 e 4yP—y*e VN4
(]

Al simplificar el denominador por medio de las leyes de los exponentes obtene-
mos:

W' (y) =

. 4y04y3_y404y|n4
= 2y

W' (y)

EJERCICIO 1

Solucion

EJERCICIO 2

Solucién

EJERCICIO 3

Solucion

Utiliza formulas y propiedades para obtener la derivada de la funcion.

y =x%«Inx

a) ¢Qué propiedad se utiliza?

b) Hacemos la sustitucion f(x) = yg(x) =

Derivamos f'co=_ yg'(®n=

c) Utilizamos la propiedad, y la derivada queda comoy’ =

3e*
H(x) =
4 /—X3
a) ¢Qué propiedad se utiliza?
b) Hacemos la sustitucion f(x) = yo(x) =
Derivamos f'(x) = yg'(x) =

c) Utilizamos la propiedad, y la derivada queda como H'(x) =

Otra forma de resolver el ejercicio 2

Podemos expresar la funcion como H(x) = 3e* e x~3/

De esta manera, la funcion queda expresada como una multiplicacion, y para
derivarla utilizamos la propiedad 2. La respuesta final simplificada al méximo sera la
misma, independientemente del camino que sigamos.

iResuélvelo!

H(x) = 3e*« x ¥

a) ¢Qué propiedad se utiliza?

b) Hacemos la sustitucion f(x) = yg(x) =

Derivamos f'co=__ yg'® =

c¢) Utilizamos la propiedad, y la derivada queda como H'(x) =
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EJERCICIO 4 G(y)=4-(28)Y -«

Solucion  a) ¢Qué propiedad se utiliza?

b) Hacemos lasustitucionf(y)=  yg(y) =

Derivamos f'yy=" yg'y=

c¢) Utilizamos la propiedad, y la derivada queda como G '(y) =

EJERCICIO 5 F =555

Solucion  a) ¢Qué propiedad se utiliza?

b) Hacemos la sustitucion f(t) = ya) =

Derivamos frfmy=_ yg'(h=

c¢) Utilizamos la propiedad, y la derivada queda como F'(t) =

En los ejercicios 1 a 24 determina la derivada de las funciones 23. h(s) = [In(4.)F
dadas.
24. h(z) = (V3.7)
1. y=7
2. y=x° En los ejercicios 25 a 40, determina la derivada de las funciones. Uti-
liza férmulas y propiedades.
3. f() =t
2 3
4. () = Int 5 Fe) =5 - VX + @
5 f()=e' 26. h(x) = x2.3"
6. y=3* 27. y = 5e*
2
8. h(z)=z o
9. h(w)=Inw 29 y="x
10. g(z) =e* 30. h(x) = e % +
_ (1Y
Hoy= (E) 3L f(x) =x"Inx
— a2
12. y=e 32. y=%|nx
13. f(n=r 3
33 y=_5
14. g@y) =Iny Y
_Vx
15. h(w) =e" 34 y="x
16. f(x) = (L.6)* 35. f(x)=Inx+x?
17. 92) =V~ 36. h(x) = x 53e*
18. h(r) =r%?
37. y=(16)“Inx
19 f(x)=51 y=(16)
U :
) 38. f(t) = 6.8(2.3)
20. f(x) =Vx .
2. f(x) = L8
21 g(y) = =" ' In(L.8)
22. h()=t° 40. gy)=eY—y¥"*+6
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En los ejercicios 41 a 60 determina la derivada de las funciones uti-
lizando formulas y propiedades. Simplifica el resultado.

t
M. fay =12
e
42. g(y) = (2y—1)(Iny)
— X __ X
43. f(X) = xe ]
4. y= SInx+e
Vx
45, y=2¥In3 + 4x
5
46. y= X3+l
31
. y=(5 e
48. f(x) = (\/Q + 4)(\3& + %)
49. f(t)=(t3+4t2—1)@Et3—1)
3
5. y= e*+Inx

X

e
51. h(x) = L3

5

52. g(x) = (— §x9 + %x6>lnx

53. r(x) = Inx + 5x%*

7%In x
3X

54. w(x) =

1

55. p = 125(2.3) +

_ X+3
Y= Bx—4)(x—9)

1
Y= XlInx

N L)
y 77(3x +\/;

f(x) = x(1.28)* + e*Inx

56.
57.
58.
59.

60. g(x) =€’Inx—x°In2

2.5 COMO DERIVAR FUNCIONES COMPUESTAS

Al método para derivar una funcién compuesta se le conoce como regla de la cadena.

Es importante que sepas distinguir entre una funcién basica y una compuesta,
pues la forma de derivarlas es diferente.

Recuerda que llamamos bésica a una funcion si su argumento es solamente X; di-
remos que la funcion es compuesta si en el argumento aparece “algo méas que x”.

En la seccion 1.8 vimos que la composicion es equivalente a evaluar una fun-
cién en otra funcion. Recuerda que la composicién de funciones se define como
(f°g) = f(g(x)). Cuando derivamos una funcién compuesta, tenemos que derivar las
dos funciones que se encuentran implicitas en ella, en este caso, la funcion internag(x) y la
funcion externa f(x).

Como distinguir una funcién basica y una compuesta

Funciones basicas Funciones compuestas

f(x) = e~ f(x) =e® fx)=e" f(x)=e“, f(x)=e>
g(t) =t** g) = (t-5)",  g) = @, g@®) = (-t
h(y) = Iny h(y) = InQ2y +3),  h(y) = In(y®)

Observa que, a diferencia de las funciones bésicas, en las funciones compuestas la va-
riable argumento esta acompafiada de alguna operacién como una suma, resta, multi-
plicacion, potencia, etcétera.
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Férmulas para derivar funciones compuestas

El siguiente cuadro contiene las formulas para derivar funciones compuestas.

Sea f(x) una funcion derivable de x.

1. Siy = [f(x)]",entoncesy’ =n « [f(x)]" ! - f'(x), donde n es un nimero real.

2. Siy = In[f(x)], entoncesy ' = f(lx) - f/(X).

3. Siy =e'™® entoncesy’ = ef® « f'(x).

4. Siy=a'® entoncesy’ =a'® « Ina - f'(x), donde a es una constante posi-
tiva diferente de 1.

Observa que las formulas son muy similares a las de las funciones bésicas, la diferencia es
que ahora se multiplica al final por la derivada de la funcién f(x). La funcién f(x) puede
ser cualquiera de las que vimos en la seccion anterior: potencia, logaritmo natural, expo-
nencial base e o base a, y puede encontrarse definida en forma basica o compuesta.
También observa que cada una de las funciones de la tabla anterior es una fun-
cion compuesta.
iAnalicemos las formulas anteriores!

e Formula 1:y = [f(X)]". En esta funcién compuesta, la funcién interna (la que esta
adentro de los corchetes) es f(x), y la externa es la funcién potencia, puesto que
tenemos la funcion elevada a un exponente constante. Aqui tendriamos que de-
rivar las dos funciones: la interna f(x) con la férmula correspondiente, de acuer-
do con su tipo, y la funcidn externa con la férmula de funcién potencia.

e Formula 2:y = In[f(x)]. En esta funcién compuesta, la funcién interna es f (x)
y la externa es la funcién logaritmo natural. Aqui tendriamos que derivar las
dos funciones: la interna f(x) con la férmula correspondiente, de acuerdo con
su tipo, y la funcion externa con la formula de logaritmo natural.

Analiza las formulas 3 y 4, y contesta lo que se te pide basandote en el razona-
miento anterior.

e Formula3:y = ef®

¢Cual es la funcion interna? ¢Como la derivas?

¢ Cual es la funcion externa? ¢Cémo la derivas?
e Formula4:y = a'®

¢Cual es la funcion interna? ¢Coémo la derivas?

¢Cual es la funcién externa? ¢Como la derivas?

Estrategia para derivar funciones compuestas

En ocasiones, derivar directamente una funciéon compuesta es complicado, por
lo que es conveniente que, mientras desarrollas la habilidad necesaria para derivar de
manera directa, realices el siguiente proceso:

1 Identifica qué férmula vas a utilizar para derivar la funcién compuesta. Esto de-
penderé de cudl sea la funcion externa. Podemos encontrar cuatro grandes fun-
ciones como funcién externa: funcién potencia, logaritmo natural, exponencial
base e 0 exponencial base a; dependiendo de cual de estas cuatro funciones sea
la externa, sera la férmula que debas utilizar para derivar la funcion.

2 Llamaf(x) alafuncion internay derivala por separado con la férmula corres-
pondiente (potencia, logaritmo, exponencial base e o base a).
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La formula que utilices te indicara a cual vas a llamar f (x). Por ejemplo, en
laformula 2, f (x) es la funcion que acompafia al logaritmo natural; en la formula
4,f (x) es la funcion que aparece como exponente, y asi sucesivamente.

3 Por ultimo, con los datos obtenidos en el paso anterior (f(x) y f'(x)), aplica la
formula que identificaste en el primer paso y escribe la derivada de la funcion
compuesta.

Recuerda que la habilidad para derivar la conseguiras con base en la practica y la dedicacion.

Veamos algunos ejemplos.

EJEMPLO 1 Obtén laderivada de la funciéon G(x) = In(e*+ x—3)

Solucion 1 Lafuncién externa es un logaritmo natural, por lo que para derivar la funcién G(x)
utilizaremos la férmula 2.

2 Lafuncién interna es a la que llamaremos f(x) y la derivaremos.
Sea f(x) = e*+x—3

Derivamos f(x) utilizando la propiedad 1 de sumay resta y las férmulas corres-
pondientes en cada término; al hacerlo nos queda

f'x)=e*+1

3 Aplicamos la férmula 2, la cual nos dice que:

Siy = In[f(x)] entoncesy’ = f(lx) - f'(X)

Al sustituir f(x) y f'(x), la derivada queda como

G'(x) = (eerng) -(e*+1)

e*+1

(e*+x—3) I

Al efectuar la multiplicacién, la derivada queda como G’ (x) =

EJEMPLO 2 Obtén laderivada de la funcion H(x) = 6 "

Solucion 1 Lafuncién externa es una funcién exponencial base a, ya que las variables estan en
el exponente y la base es un numero positivo diferente de 1, por lo que para derivar
la funcién H(x) utilizaremos la formula 4.

2 Lafuncion interna (la del exponente) es a la que llamaremos f(x), y la derivaremos.

- X
Seaf(x) = Inx

Derivamos f(x) utilizando la propiedad 4 de division de funciones y las formu-
las correspondientes en la funcién del numerador y en la del denominador; al ha-
cerlo nos queda

1
Inx-l—x-x

Feg = (Inx)?
Al simplificar tenemos que f'(x) = I(r;zx—)g
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3 Aplicamos la formula 4, la cual nos dice que:

Siy=af® entoncesy’ =a’® < Ina « f'(x),
donde a es una constante positiva diferente de 1.

Al sustituir el nimero a = 6, f(x) y f'(x), la derivada queda como

T Inx—1
’ —gplinx o - —
H'(x) =6 In6 (Inx)? I

EJEMPLO 3 Obtén laderivada de la funcion F(x) = V/(3x2— Inx)2

Solucion  Recuerda que cuando tenemos funciones con radicales primero debemos cambiarlas a po-
tencias, pues no tenemos formula para derivar radicales; al hacerlo, la funcion queda ex-
presada como

F(x) = (3x2—Inx)%®
1 La funcién externa es una funcién potencia, ya que las variables estan en la

base y el exponente es una constante, por lo que para derivar la funcion F(x)
utilizaremos la férmula 1.

2 Lafuncion interna (la que esta adentro del paréntesis) es a la que llamaremos
f(x),y la derivaremos.

Sea f(x) = 3x2—Inx

Derivamos f(x) utilizando la propiedad 1 de sumay restay las formulas co-
rrespondientes en cada término; al hacerlo nos queda:

) — Ay — L
f'(x) = 6x X

3 Aplicamos la férmula 1, la cual nos dice que:

Siy=[f(x)]" entoncesy’ =n = [f(x)]" ! = f'(x),
donde n es un nimero real.

Al sustituir el nmero n = % f(x) y f'(x), la derivada queda como
2
F ’(x)—g - [3x2— Inx]3 . (GX—%
3 . X/’

1

2 3
que es iguaIaF’(x)=§ . [3x2—lnx] -(6x—;)

Dejamos la respuesta sin exponentes negativos y entonces la derivada queda

como:
l)
2<6x -

P = 3@ — Iy
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EJEMPLO 4 oObtén laderivada de la funcién y = e>*"*+2

Solucion 1 Lafuncién externa es una funcién exponencial de base e, por lo que para derivar la

funcion utilizaremos la férmula 3.

2 Lafuncion interna (la del exponente) es a la que llamaremos f(x), y la derivaremos.
Sea f(x) = 3x*+2

Derivamos f(x) utilizando la propiedad 1 de sumay resta y las férmulas corres-
pondientes en cada término; al hacerlo nos queda

f'(x) = 12x°

3 Aplicamos la formula 3, la cual nos dice que:

Siy =e'® entonces y’ = ef® « f'(x)

Al sustituir f(x) y f'(x), la derivada queda como:
y/ — e3x4+2 ° 12X3

Intercambiamos el orden de los factores para que primero esté el coeficiente
numeérico, y obtenemos

4
y/ — 12X3e3>< +2

iA TRABAJAR!

Utiliza formulas para obtener la derivada de la funcion.
EJERCICIO 1 y=x?-3)?

Solucion 1 ¢Qué férmula vas a utilizar?

¢Por qué?

2 ¢Cual es f(x)? f(x) =

Al derivar, obtenemos que f'(x) =

3 Al utilizar la férmula, la derivada queda expresada como

!

y:

EJERCICIO 2 y=In(3x*+5)

Solucion 1 ¢Qué férmula vas a utilizar?

¢Por qué?
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2 ¢Cudl es f(x)? f(x) =

Al derivar, obtenemos que f'(x) =

3 Al utilizar la formula, la derivada queda expresada como

EJERCICIO 3 y= ght4D
Solucion 1 ¢Qué féormula vas a utilizar?
¢Por qué?
2 ¢Quiénesf(x)? f(x) =

Al derivar, obtenemos que f'(x) =

3 Al utilizar la formula, la derivada queda expresada como

y'=

EJERCICIO 4 vy=(e*+6%?
Solucion 1 ¢Qué férmula vas a utilizar?
¢Por qué?
2 ¢Quiénes f(x)? f(x) =
Al derivar, obtenemos que f'(x) =

3 Al utilizar la férmula, la derivada queda expresada como

y'=

EJERCICIO 5 y=ex¥*
Solucion 1 ¢Qué férmula vas a utilizar?
¢Por qué?
2 ¢Quiénes f(x)? f(x) =
Al derivar, obtenemos que f'(x) =
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EJERCICIO 6

Solucioén

EJERCICIO 7
Solucién

EJERCICIO 8
Solucioén

3 Al utilizar la férmula, la derivada queda expresada como

y= Vinx +4

Recuerda que cuando tenemos una funcién con radicales, debemos cambiarla a po-
tencia.

Al hacer esto la funcién queda expresada como:

Abhora si, ja resolverlo!

1 ¢Qué formula vas a utilizar?

¢Por qué?
2 ¢Quién es f(x)? f(x) =
Al derivar, obtenemos que f'(x) =

3 Al utilizar la férmula, la derivada queda expresada como

y'= I
y = In(6*+Inx)
1 ¢Qué formula vas a utilizar?
¢Por qué?
2 ¢Quién es f(x)? f(x) =

Al derivar, obtenemos que f'(x) =

3 Al utilizar la férmula, la derivada queda expresada como

y'=

y = 8e2x

1 ¢Qué féormula vas a utilizar?

¢Por qué?
2 ¢Quiénes f(x)? f(x) =
Al derivar, obtenemos que f'(x) =
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3 Al utilizar la férmula, la derivada queda expresada como

’

y:

EJERCICIO 9 y=In(x-+¢e
Solucion 1 ¢Qué férmula vas a utilizar?
¢Por qué?

2 ¢Quiénesf(x)? f(x) =

Al derivar, obtenemos que f'(x) =

3 Al utilizar la formula, la derivada queda expresada como

y'=

EJERCICIO 10 y=gV®tl
Solucion 1 ¢Qué férmula vas a utilizar?

¢Por qué?

2 ¢Quiénesf(x)? f(x) =

Al derivar, obtenemos que f'(x) =

3 Al utilizar la formula, la derivada queda expresada como

y'=

1

EJERCICIO 11 y=4-37)2"
Solucion 1 ¢Qué férmula vas a utilizar?

¢Por qué?

2 ¢(Quiénesf(x)? f(x) =

Al derivar, obtenemos que f'(x) =

3 Al utilizar la férmula, la derivada queda expresada como
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EJERCICIO 12 y=3e>*

Solucion 1 ¢Qué férmula vas a utilizar?

¢Por qué?

2 ¢Quién es f(x)? f(x) =

Al derivar, obtenemos que f'(x) =

3 Al utilizar la férmula, la derivada queda expresada como

[—

y_

EJERCICIO 13 y =g

Solucion 1 ¢Qué férmula vas a utilizar?

¢Por qué?

2 ¢Quién es f(x)? f(x) =

Al derivar, obtenemos que f'(x) =

3 Al utilizar la férmula, la derivada queda expresada como

y'=

EJERCICIO 14 y=In(x*-e™)

1 ¢Hay alguna propiedad que debas aplicar?

¢Qué férmula vas a utilizar?

2 ¢Quién es f(x)? f(x) =

Al derivar, obtenemos que f'(x) =

3 Al utilizar la férmula, la derivada queda expresada como

__e*
EJERCICIO 15 e

1 ¢Hay alguna propiedad que debas aplicar?

<

jUtilicemos la estrategia propuesta!
2 ¢Quiénes f(x)? f(x) = yagx) =
Al derivar, obtenemos que f'(x) = ya(x) =
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3 Al utilizar la propiedad, la derivada queda expresada como

y'=

EJERCICIO 16 y=(x®— 2%

1 ¢Hay alguna propiedad que debas aplicar?

¢ Qué formula vas a utilizar?
2 ¢Quiénes f(x)? f(x) =
Al derivar, obtenemos que f'(x) =

3 Al utilizar la formula, la derivada queda expresada como

’

y:

EJERCICIO 17 y=In¥(x*+1)
Esta funcion es equivalente a y = [In(x*+ 1)]3

1 ¢Hay alguna propiedad que debas aplicar?

¢ Qué férmula vas a utilizar?
2 ¢Quiénes f(x)? f(x) =

Al derivar, obtenemos que f'(x) =

3 Al utilizar la formula, la derivada queda expresada como

’

y:

EJERCICIO 18 y=e<-5m

1 ¢Hay alguna propiedad que debas aplicar?

jUtilicemos la estrategia propuesta!
2 ¢Quiénes f(x)? f(x) = agx) =
Al derivar, obtenemos que f'(x) = g'(x) =

3 Al utilizar la propiedad, la derivada queda expresada como
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Derivadas de orden superior

iA TRABAJAR!

Cuando la derivada de una funcion f(x) se vuelve a derivar, se obtiene la segunda de-
rivada de f, y se denota por f”(x). Si ésta a su vez se vuelve a derivar se obtiene la ter-
cera derivada de fy se denota por f""(x). Al derivar nuevamente esta Ultima funcion
se obtiene la cuarta derivada de fy se denota por f ®(x). Después de la cuarta derivada se
mantiene esta notacién para las demas derivadas, en general la derivada de orden “n”
de f se denota f ™(x).

EJERCICIO 1
Solucién

EJERCICIO 2

Obtenga f’(x), f"(x) y f""(x) para la funcién dada

f(x) =xe<Inx

fr(x) =

£7(x) =

f(x) =

f(x) = (e + 1y
f'(x) =

£7(x) =

£(x) =

Diferenciacion implicita, una estrategia para derivar cuando la variable
dependiente no se puede despejar

Hasta este momento, hemos encontrado derivadas de funciones cuya ecuacion se en-
cuentra escrita en forma explicita comoy = f (x), es decir la variable y esta escrita ex-
plicitamente como una funcién de x, sin embargo, si quisiéramos encontrar la

g—y de laecuacion x Iny + y = 2x3, seria imposible despejar la variable y como funcién
X

de x para después derivar.

Cuando en una ecuacion la relacion entre las variables x y y esta establecida en
forma indirecta (como en la ecuacion anterior) se dice que la variable y es una funcién
implicita de la variable x. Las siguientes ecuaciones son ejemplos de funciones im-
plicitas.

a)xy =3 b) X + y? = 9xy™? xiny +y =23 d) ety = 5x

Muchas veces una funcion implicita se puede convertir en explicita despejando
la variable dependiente, (como ocurre en los incisos a y d), sin embargo, la mayoria de
las veces es impréctico o imposible hacerlo (véase inciso c).
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Solucién

EJEMPLO 2

Solucién

Secciéon 2.5 = Como derivar funciones compuestas « 163

Para encontrar d—y de una funcién implicita, seria l6gico pensar en despejar la
X

variable y para convertirla en una funcion explicita y después derivar utilizando las
técnicas que se conocen, pero ¢ qué hacer cuando la variable dependiente no se puede
despejar?, afortunadamente existe un método (basado en la regla de la cadena) llamado

Diferenciacion Implicita que sirve para obtener g—y (o y’) sin tener que despejar la
X

variable y. Se explicara el método utilizando algunos ejemplos.

Si x? + y? = 9, encuentra d—y

dx

La ecuacion x? + y? = 9 esta escrita en forma implicita, ya que si despejamos la varia-
ble y, la respuesta no seria una funcion, entonces podemos concluir que no se conoce
la relacion directa de y como funcion de x, asi que se supondra que y = f(X) es esa rela-
cién desconocida. Ahora al sustituir la variable y de la ecuacion x? + y? = 9 por la funcién
desconocida f (), se obtiene la siguiente ecuacion x? + [f(x)]?> = 9, en ella ya no aparece
la variable y. Ahora se pueden derivar ambos lados esta ecuacion con respecto a la
variable x. En el lado izquierdo de la igualdad utilizamos la propiedad de la derivada
de una suma, quedando como sigue:

d(x*) , d[fe0)° _d(9)

dx dx dx

En el primer término del lado izquierdo utilizamos la formula de derivada de x", en el
segundo término la formula para derivar la funcion compuesta [f(x)]" y en el lado
derecho de laigualdad la formula de derivada de una constante, al hacerlo obtenemos

2x + 2[FO)] F'(X) = 0

Ahora,como y = f(x), se cumple también quey’ = f'(x), asi que si reemplazamos la
expresion f (x) por la variable y y f'(x) por y’ la ecuacion anterior, nos queda como
sigue:

2x+2yy'=0
Por ultimo, debemos despejar y ’

,  —2X S ,  —X
y :W y al simplificar obtenemos que y =7

SixIny +y = 2x% encuentra g—i

Como x Iny + y = 2x3 es una funcion implicita ya que la variable y no se puede des-
pejar, entonces no se conoce la relacion directa de y como funcién de x, asi que se su-
pondra que y = f(x) es esa relacion desconocida.

Ahora al sustituir las y’s de la funcién implicita por la funcion desconocida f (x)
se obtiene la ecuacion x In[f (x)] + f(x) = 2x°

Esta ecuacion ya no contiene a la variable y, por lo que se puede derivar ambos
lados con respecto a x. En el primer término en el lado izquierdo de la igualdad debe-
mos aplicar la regla de la derivada de un producto quedando como sigue:

1 , ) — Ay 2
X(f(x)) f/(x) + In[f(x)](1) + f’(x) =6x
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Ahora al reemplazar f(x) pory y f’(x) pory’ en la ecuacion anterior, se obtiene:
x(;llj Yy +Iny+y =6x2

Por ultimo para despejar y ' se dejan en el lado izquierdo de la igualdad todos los tér-
minos que contengany’

x(l) y +y =6x>—Iny
y
Nuevamente, en el lado izquierdo de la igualdad anterior, se extrae como factor comun
ay’
’ 1 2
yI=+1|=6x"—Iny
y

6x* —In
Por Gltimo al despejar y ' se obtiene: y’ = 173/
S +1
y

Proceso para derivar implicitamente

1) Determinar si la ecuacion a derivar esta dada en forma implicita, (es decir, si
no se puede despejar la variable y como funcion de x)

2) Sedeberasuponer quey = f(x) es esa relacién desconocida y se deberan sus-
tituir las y’s de la ecuacion implicita por la funcion desconocida f (x).

3) Derivar ambos lados de la ecuacion con respecto a x (la variable independien-
te)

4) Reemplazar f(x) pory y f’(x) pory’

5) Despejary’

iA TRABAJAR!

EJERCICIO 1 Encuentra g—y de la ecuacion x? + 2xy = 3y?
X

Solucion 1 ¢Laecuacién esta en forma implicita?

2 Sustituye la funcion desconocida en la ecuacion dada.

3 Deriva ambos lados de la ecuacion con respecto a Xx.

4 Reemplazaf(x) pory y f'(x) pory’

5 Despejay’

www.FreeLibros.me



EJERCICIO 2

Conjunto de ejercicios 2.5 = 165

d - 5
Encuentra d—z de la ecuacion e*® —3In p? + 2x :5

Solucion 1 ¢Laecuacién esta en forma implicita?
2 Sustituye la funcidn desconocida en la ecuacién dada.
3 Deriva ambos lados de la ecuacion con respecto a x.
4 Reemplazaf(x) porp y f'(x) porp’
5 Despejap’
Determina la derivada de las siguientes funciones utilizando las X
formulas y propiedades para funciones compuestas. 17 y= eXi+1
1 h(t) = V3t*+5
© 18 y= In(%)
2 f(x) =In(Inx)
— X =5
3 g0 = Inx 19 y=(0.032)V
— axlnx
4 g(X) — ex2+x+1 20 y=¢
5 h(x) = 2" 21y =2xIn(x+3)
6 y=(5x3+8x—3)%? 22 g(y) = 2eV4®
7 — g x+3 B e2x
y | 23 f(x) = 305
8 = In(5*
y=InG) , 24y =Vx2+1-In(x*+1)
9 y=(1.253)" S
y(x) = 5e*
10 y=InV3x5+2 ,
s 26 h(x)=e*-67*
11 f(x) =e'x
In(20x3>
12 f(x) = (ex7e72><)1/5 271 f(x) = X312
13 =4 28 h(x) =3V VBx—e
14 g(x) = = 2 X
e* + x — Ln[X_
29 9(x) 3|n(x+1)
x3+7
15 gx) = In( X2 ) 0 RO = ()(1/2_,_2)(3>2
16 y = 3X/|I‘|X In(Xll2+2X3)
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31
32

33

34

35

36

37

38

39

40

41

42

43
44

45

46

y = xzexz 47 g(x) = Vex2+Vx3+8 62y = (1+3x Hax3e—e) 7
—=——+VX'—8x 48 h(x) = x[InV7xe—x |'®
% X2+ ) 8 ht X( nvix X) En los problemas del 63 al 67 usa diferen-
X%—x _ XZefx
y= 24.38(12.76) 49 g(x) =28 ciacion implicita para obtener d—y de las
h(x) = fr?;z 50 hG = In (9x*+1)° siguientes ecuaciones. X
1
o—= 2. _\2
rx) = 3X+1 2 63 x°y—5Ilny=y
2/3 3 -1/3 Y 4 X =
f(x) = (2x+9x2) (XLZX) 51 y= (2;‘;3——5) <x3+8>2 64 etei=4
In(4x2+3 e 65 3 —y*=5Y
909 = % 52y =V(3xf—2x)5+2x° « Y
et (x) 6 | =2 +Inx
53 = px+1/.3 Inx
h(x) = 8°-3% e 67w — X+ =&
B - 54y = In[V2x+1]x‘+6)"
h(x) = W En los ejercicios del 68 al 72 obtén la se-
=1 55 y = (0.523)VX X g~ gunday tercera derivadas de las funciones
f(x) = 87 +InVx dadas.
) 56y = (In(7x)—62)""
y=(8-2% 57 y= eV V1) 68 y= x5+ 7
=(eVX—14InVx—
h(t) = Vin@Bt+1) Y 69 y=xlnx
— 243 8x X+1
f(x) = 77%In([\/2x—4) %y = [e2+in2a3) o+ in( ) o v
s 59 y = _16X1/2e74|nx y
h(x) = Vx2ex—In(6x+8) 1
34402 X —
_2u _ <x2+2)5<x5+2x>6 ny=—7
f(y) = 1y 60 y= 7(%—1)2 X+ 1
72 y=x2eX+ e’
f(x) = 3¢ +5In(1-2x) 61 y = 7(Vie+ox [x*—10x"

2.6 RECTA TANGENTE Y RAZON DE CAMBIO

Como obtener la ecuacion de una recta tangente

A lo largo de esta unidad hemos aprendido que desde un punto de vista geométrico,
la derivada f'(x) representa la pendiente de la recta tangente a la grafica de f(x) en el
punto en donde x = a. Utilizaremos este hecho y las propiedades y férmulas para de-
rivar, para obtener la ecuacién de una recta tangente a la grafica de una curva en un
punto dado.

Gréaficamente la representamos asi:

)

f’(x) evaluadaen x = a
es la pendiente de la recta
tangente, es decir,

f’ (a) = mtangente

recta tangente

Cabe recordar que para obtener la ecuacion de cualquier recta es necesario cono-
cer la pendiente y un punto de la recta.

Una vez que tenemos la pendiente utilizamos la forma punto-pendiente,
y—Yy; = m(x—X,) para obtener la ecuacion de la recta.

También podemos utilizar la formay = mx + b, para obtener la ecuacion de la
recta.
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EJEMPLO 1

Solucioén

EJEMPLO 2

Solucién

Seccién 2.6 = Recta tangente y razén de cambio = 167

Obtén la ecuacidn de la recta tangente a la gréafica de la funcién f(x) = Vx2+9,en el
punto (4, 5).

Para comprender mejor lo que nos piden, podemos apoyarnos en un dibujo. Grafi-
camos la funcién, y marcamos sobre la grafica el punto (4, 5), ya que ahi es en donde
nos piden la recta tangente.

punto de
tangencia

-4-3-2-1101 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Sin embargo, lo que debemos encontrar es la ecuacion de dicha recta, asi que
necesitamos las coordenadas de un punto (x,, y;) que esté sobre la recta y su pendiente.

En este ejemplo ya nos dieron el punto, por lo que x;, = 4y y; = 5,s6lo falta en-
contrar la pendiente de la recta.

Como la recta es tangente a la curva f(x) = Vx?+9, podemos obtener su pen-
diente, derivando la funcion y evaluandola en x = 4, es decir, M,y = f'(4).

Por medio de las propiedades y las formulas para derivar obtenemos:

~1/2

, 1
f/(x) = §(x2+9> (2x)
Al simplificar la expresién anterior obtenemos f'(x) = ﬁ
Sustituimos el valor de x = 4 en la derivada, y nos queda f'(4) = ﬁ = %

Por Gltimo, para obtener la ecuacion de la recta, sustituimos el punto (4,5) y la
pendiente my,,, = 4/5 en la forma punto-pendiente y—y; = m(x—Xx,), con lo que llega-

mosay — 5= %(x — 4); al despejar la variable y de la ecuacion anterior, obtenemos
4 9

y=gXx+z. Esta es la ecuacion de la recta tangente.

Obtén la ecuacion de la recta tangente a la gréfica de la funcién f(x) = 2xe* ', en el
punto donde x = 1. I

Recuerda que para encontrar la ecuacién de cualquier recta, necesitamos las coorde-
nadas de un punto (Xy, y;) que esté sobre la recta, asi como su pendiente.

(Xl, yl)
punto de
| tangencia

I —3  ——9o—

iR
(=]
~

1 Veamos si tenemos las coordenadas del punto de tangencia.

X, = Y1 =
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iA TRABAJAR!

En este ejemplo sélo se nos proporciond el valor de x,; = 1, falta encontrar el
valor de y;. Como en el punto de tangencia la recta y la curva son iguales, el valor de
y, lo obtenemos sustituyendo en la funcion f(x) = 2xe* el valor x = 1, es decir y=71@1)
=2(1)e' =2

Ahora ya tenemos el punto de tangencia, (1, 2).

2 Para encontrar la pendiente de la tangente en x = 1, ;,qué debes hacer?

Utiliza las propiedades y formulas para obtenerla:
f'(x) =

Evalla la derivada anteriorenx = 1, f'(1) =

Por tanto, la pendiente de la recta tangente es My, =

3 Sustituye los valores obtenidos en la forma punto-pendiente y—y; = m (Xx—Xx,)

4 Despeja la variable y de la ecuacion anterior.

EJERCICIO 1 Obtén laecuacion de la recta tangente a f(x) = ﬁ en el punto (2,1/2).

Solucioén

1 ¢Cuentas con las coordenadas del punto de tangencia? Xy = Y, =

2 Para encontrar la pendiente de la tangente, ¢ qué debes hacer?

Utiliza las propiedades y formulas para obtener la derivada de la funcion dada

f'(x) =

Evalla la derivada anterior en el valor de x = 2

f'(2) =
Por tanto, la pendiente de la recta tangente es my,,q =
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EJERCICIO 2

Solucién

Seccién 2.6 = Recta tangente y razén de cambio = 169

3 Sustituye los valores obtenidos en la forma punto-pendiente y—y; = m(X—Xx,).

4 Despeja la variable y de la ecuacion anterior.

La ecuacion de la recta tangente es:

Obtén la ecuacion de la recta tangente a f(x) = xInx en el punto donde x = 1.

1 ¢Cuentas con las dos coordenadas del punto de tangencia?

¢ Qué debes hacer para encontrar la coordenada que falta?

Encuéntrala.

El punto de tangencia es x; = Y1 =

2 ¢Como puedes obtener la pendiente de la tangente?
Utiliza las propiedades y formulas para obtener la derivada de la funcién

f/(x) =

Evalla la derivada anterior en el valorde x = 1

f' (1) =
Por tanto, la pendiente de la recta tangente es M,y =

3 Sustituye los valores obtenidos en la forma punto-pendiente y—y; = m(X—x,).
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4 Despeja la variable y de la ecuacion anterior.

La ecuacion de la recta tangente es:

Como obtener la razén de cambio de una funcidn

EJEMPLO 1

Solucion

iA TRABAJAR!

Cuando comenzamos a estudiar las derivadas, también aprendimos que desde un punto
de vista fisico, la derivada representa la razon instantanea de cambio de una funcion, tam-
bién conocida como velocidad, rapidez, ritmo o razén de cambio en un valor especifico.

Ahora utilizaremos este hecho y las propiedades y formulas para derivar, con el
fin de obtener la rapidez, razén o velocidad con la que cambia una funcién en un ins-
tante en particular.

De acuerdo con los datos del INEGI, en el afio 2000 la poblacién de México era de 97.4
millones de habitantes y crecia a una tasa de 1.6% anual (Fuente: Atlas de geografia uni-
versal, educacion primaria, SEP, 2000). Si la tasa de crecimiento no ha cambiado, la po-
blacién de México puede representarse con P(x) = 97.4(1.016)%, en donde x se mide en
afios a partir del 2000. ¢ Con qué rapidez creci6 la poblacién en el afio 2003?

En la seccion 2.1 resolvimos este mismo ejemplo utilizado la definicién de derivada, sin
embargo, ahora lo haremos por medio de formulas y propiedades para derivar funciones.

Recuerda que rapidez es equivalente a la derivada, asi que para obtener la rapi-
dez con la que crecera la poblacidon en el afio 2003, primero debemos encontrar la de-
rivada de la funcion P(x) = 97.4(1.016)* y después evaluarla en x = 3, ya que la variable
x se mide en afios a partir del 2000.

La derivada de la poblacién es P '(x) = 97.4(1.016)* In(1.016).

Evaluando la derivada en x = 3 tenemos que P ’'(3) = 97.4(1.016)% In(1.016) =
1.6214689.

Concluimos que la rapidez con la que crecio la poblaciéon de México en el afio
2003 fue de 1.6214689 millones de personas por afo.

Cuando nos piden encontrar la velocidad, rapidez o razén instantanea de una funcion,
es importante recordar que para obtenerlas primero debemos derivar la funcién y des-
pués evaluar dicha derivada en el instante que nos piden.

EJERCICIO 1

Solucién

La poblacion de México, en millones de personas, durante la década de 1980 estaba

dada por P(t) = 68.4(1.026)' con t medido en afios a partir de 1980.
¢Con qué rapidez creci6 la poblacion en 1986?

¢ Qué debes hacer para contestar la pregunta?

¢En qué instante (valor de t) se te pide calcular la rapidez?

iEncuéntrala!
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EJERCICIO 2

Conjunto de ejercicios 2.6 = 171

El nimero de personas que escucha un rumor en un cierto poblado, esta dado por

N(t) = Vt2+1, donde t son los dias a partir de que el rumor se inicid.
¢Con qué rapidez aumenta el nimero de personas que escucha el rumor, una
semana después de que éste se inici6?

Solucién

¢ Qué debes hacer para contestar la pregunta?

¢En qué instante (valor de t) se te pide calcular la rapidez?

iEncuéntrala!

En los problemas 1 a 6 encuentra la ecuacién de la recta tangen-
te de la funcion dada en el punto indicado. Dibuja la gréfica de la
funcion y de la recta tangente en los mismos ejes.

1.

5.

6.

f(x) = Vx2+lenx = —

2. f(x) =eXIn(x + 1) en (0,0)
3.
4

f(x) =2"™en (1,1)
g(x) = x>e*en (1,e)

1
g(x) = Xiny &N X = 2

h(x) = In(%) enx =3

En los problemas 7 a 15 encuentra la ecuacion de la recta tan-
gente a la funcién dada en el punto indicado.

7.

8.

9.

10.

11.

12.

13.
14.
15.

f(x) = x+1 en el punto (3, 3/4)
f(x) = e **8en el punto (0, e%)
f(t) = 3t +2

9y) = \/W eny =0
h(x) = x3e‘X en el punto (1, %)
9() =
h(x) = (5x° +8x+8) “enx =2
g(x) = (1.024)*en (0,1)

g(x) = 16" enx = 112

( )enx 3

En los ejercicios 16 a 30 realiza lo que se te pide.

16.

17.

18.

19.

20.

21

Si g es la cantidad producida de cierto articulo, la funcion
de costos esta dada por C(q) = 1000+3e%%9, todo en
dolares.

¢Con qué rapidez aumenta el costo cuando q = 100?

La funcién de costos total (en pesos) de una fabrica de za-
patos esta dada por C(q) = 20000+5(2)0-°25q en donde g es
la cantidad de pares de zapatos producidos. Encuentra el
costo marginal cuando se han producido 500 pares de za-
patos.

El saldo en una cuenta bancaria aumenta exponencial-
mente de acuerdo con la funcion S(t) = 1000(1.000219)"
dolares, donde t son los dias desde que se abri6 la cuenta
el 1° de agosto de 2002. ;Cual es la rapidez a la que au-
menta el saldo en la cuenta al final del segundo mes?

El saldo en una cuenta bancaria aumenta exponencial-
mente de acuerdo con la funcion S(t) = 12000e%°" dolares,
donde t son los afios transcurridos desde que se abrio la
cuenta en 2004. ;Cudl es la rapidez con la que aumentara
el saldo en 20072

La funcién de demanda para ciertas computadoras porta-
tiles esta dada por P(x) = —0.3x°—2x+70, donde P es el
precio unitario en doélares y x son las unidades demanda-
das. ¢ Cudl es la razén de cambio del precio unitario si la
cantidad demandada son 3000 computadoras?

La funcion de demanda para una fabrica de llantas esta

dada por D(t) = 35)3?28 donde D es la cantidad de llantas

demandadas a los t meses. ¢ Cual es la razén de cambio de
la demanda en el primer afio?
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22.

23.

24.

25.

26.

La poblacion de China, en miles de millones de personas,
a partir de 2003 esta dada por P(t) = 1.287(1.00595)", con
t medido en afios. ;Cudl es la rapidez a la que crecera la
poblacion en 2007?

La poblacion de Alemania, en millones de personas, a par-
tir de 2004 esta dada por P(t) = 83.537(1.0067)", con t medi-
do en afios.  Con qué rapidez creceré la poblacion en 20107

La utilidad, en pesos, de una empresa que se dedica a la
venta de libros de matematicas esta dada por U(x) =
0.9x2+2x%2—12, donde x es el nimero de libros vendidos.
¢Cual es la utilidad marginal si se venden 150 libros?

La utilidad, en miles de pesos, de una empresa acerera esta
dada por U(x) = 5x°+2xY2—20, donde x es el nimero de
toneladas de acero vendidas. ;,Con qué rapidez cambia la
utilidad si se venden 20 toneladas?

La productividad mensual P de un empleado de una

maquiladora de ropa (en unidades producidas) esta en
funcién del namero de afios de servicio, t. La funcién de

217.

28.

29.

30.

productividad esta dada por P(t) = 225+40t—t2. ;Cuél es
la productividad marginal a los 15 afios de servicio?

Se estima que la produccion semanal, en kilogramos, de
una tortilleria esta dada por P(n) = —n?+2100n, donde n
es el nimero de trabajadores. ; Cual es la produccién mar-
ginal si emplea 12 trabajadores?

Los ingresos diarios (en miles de pesos) de una empresa
citricola, estan dados por 1(g) = 12.5q—0.125¢? donde q
representa los litros de jugo de naranja vendidos. ¢ Cual es
el ingreso marginal si se vendieron 40 litros?

Los ingresos mensuales, en ddlares, de una empresa estan
dados por 1(q) = 45g+qV g%+4, donde g son las unidades
vendidas. ; Cudl es la razén de cambio del ingreso con res-
pecto al nimero de unidades vendidas cuando q = 20?
Estudios médicos determinaron que el peso, en miligramos,
de un tumor canceroso esta dado por w(t) = 31 —2"1+2,
donde t esta medido en meses. Determina con qué rapidez
crece el tumor a los 6 meses de haberse detectado.

2.7 INTERPRETACION DE LA DERIVADA EN TERMINOS PRACTICOS

Cuando nos dicen que la derivada nos da informacién acerca de la rapidez, razén o ve-
locidad instantanea de cambio, a menudo no nos queda muy claro lo que eso signifi-
ca; nuestro propdsito en esta seccion es ayudarte a interpretar el resultado de una
derivada, es decir, explicar lo que significa en términos préacticos el resultado obtenido.
Analicemos la siguiente situacién.

A REFLEXIONAR

La funcion C = f(q) representa el costo C (en pesos) de produccion de g calculadoras.
Supongamos que cuando se producen 100 calculadoras, el costo de produccion es de
$8000 pesos, lo que en notacién funcional puede expresarse como C(100) = 8000.

¢ Qué esperarias que sucediera con el costo, si se produce una calculadora mas?,
¢permanece igual?, jaumenta? o ¢disminuye?

Es obvio que aumenta, ¢verdad? Precisamente eso es lo que nos indica la de-
rivada. El resultado obtenido al derivar la funcion de costo y sustituir el nimero 100,
representa el aumento en el costo por producir una calculadora mas.

Supongamos que C'(100) = 70, esto significa que el costo de produccion au-
menta en $70 si se produce una calculadora mas, después de producir 100.

Con los datos anteriores podemos encontrar el costo de produccion de 101 calcu-

ladoras:

Costo de produccion de _ Costo de produccion de
100 calculadoras

101 calculadoras

Aumento en el costo por
producir una calculadora mas
después de 100

En simbolos queda como: C(101) = C(100) + C'(100)

Entonces, ¢cual es el costo de produccion de 101 calculadoras?
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EJEMPLO 1

Solucidn

Seccion 2.7. Interpretacion de la derivada en términos practicos « 173

En economia, a esta derivada se le llama costo marginal.

En general, la derivada evaluada en un punto f’(a) nos dice cuanto cambia la fun-
cion (es decir cuanto aumenta o disminuye), cuando la variable independiente se in-
crementa una unidad a partir del valor indicado “a”.

Cuando el signo de la derivada es positivo, significa que la funcién aumenta; si
es negativo, significa que la funcién disminuye.

dy
La notacion alternativa de la derivada g, nos ayuda a determinar las unidades

en que se mide; dichas unidades se obtienen dividiendo las unidades de la funcion (va-
riable dependiente) entre las unidades de la variable independiente, tal y como la no-
tacion indica.

Identificar correctamente las variables dependiente e independiente y conocer
las unidades en que éstas se miden, nos ayuda a interpretar el significado de la deriva-
da en términos practicos, es decir, a explicar su significado en términos de lo que la fun-
cion y la variable independiente representan.

En México, todos los habitantes que poseen un auto deben pagar cada afio un impues-
to llamado tenencia. El impuesto | (en miles de pesos) que se paga por un auto es una
funcién del tiempo t (en afios) que ha transcurrido desde que éste se compro. ¢ Cual es
la interpretacion practica de 1'(3) = —0.83?

Lo primero que debemos hacer es identificar tanto la variable independiente como la
dependiente, y las unidades en que se mide cada una de ellas.

En este ejemplo, el impuesto depende del tiempo, asi que la variable independien-
te es el tiempo t y se mide en afios, mientras que la variable dependiente es el impues-
to | que se paga por el auto, y se mide en miles de pesos.

Ahora podemos encontrar las unidades en que se mide la derivada.

Utilizando la notacion alternativa para la derivada tenemos que 1 '(t) = % por
tanto las unidades de la derivada son %;‘9&_

Por ultimo, para dar la interpretacion practica de 1 '(3) = —0.83 debemos tomar
en cuenta que el nimero 3 corresponde al tiempo y que el —0.83 corresponde al cam-
bio en el impuesto; ademés, como se trata de un niimero negativo, entonces nos indi-
ca una disminucion.

La interpretacion inicial es:

Cuando el tiempo que ha transcurrido desde que se compro un auto se incre-
menta de 3 a 4 afios, el impuesto que se paga disminuira en 0.83 miles de pesos.

Podemos mejorar la redaccion anterior si convertimos los 0.83 miles de pesos
€n pesos,

0.83 miles de pesos = 0.83 X 1000 = 830 pesos.

Ademas debemos estar conscientes de que estos 830 pesos no representan el im-
puesto ni del tercero ni del cuarto afios, si no lo que se espera que el impuesto cambie
entre el tercero y cuarto afos posteriores a la compra del auto.

Por tanto, la interpretacion practica para la expresion 1'(3) = —0.83 podriamos
describirla como sigue:

La tenencia que se pagara 4 afios después de haberse comprado un auto, sera de
830 pesos menos de lo que se pago el tercer afio. Por ejemplo si el tercer afio se pagaran
$2000 de tenencia, en el cuarto afio se pagaran $1 170. I
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iA TRABAJAR!

El siguiente esquema te ayudaré a identificar, en la expresion f'(a) = b, los va-
lores que corresponden a las variables dependiente independiente, asi como el cambio
gue ocurre en cada una de ellas.

f'a)=b

Var. independiente variable
cambia de dependiente
“a’a“a+1” cambia “b”
unidades unidades

Una vez que has identificado las variables y las unidades en que éstas se miden,
el siguiente formato te puede ayudar a redactar el significado préactico de la expresion
f’(a) = b si vas sustituyendo en las lineas en blanco los datos que se indican, debajo
de cada una de ellas.

Cuando se incrementa de a
Var. independiente a a+1 Unidades de la
var. independiente
la se en
Var. dependiente Incrementa o disminuye b Unidades de la
var. dependiente

Una vez que hayas completado el formato, lee la redaccién y mejérala si hay necesidad.

EJERCICIO 1

Supén que el peso W de una persona (en kg, y medido cada mes) esta en funcién del
tiempo t de ejercicio, en horas, que realiza diariamente. Es decir, W = f(t).
Completa los espacios en blanco.

a) ¢Cudl es la variable independiente?

¢En qué unidades se mide?

b) ¢Cuél es la variable dependiente?

¢En qué unidades se mide?

c) ¢Cudles son las unidades de la derivada ' (t)?

d) ¢Como esperas que sea el signo de f'(t)? Justifica tu respuesta.

e) Interpretacion en términos practicos de f'(1) = —4.

Cuando se incrementa de a

el se en

Si crees que puedes mejorar la redaccion, hazlo.
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EJERCICIO 2 Losingresos | de unaempresa por la venta de automoviles, medidos en miles de délares,
esta en funcién de sus gastos de publicidad g, medidos en cientos de doélares. Es decir,

I =f(g).

a) ¢Cudl es la variable independiente?

¢En qué unidades se mide?

b) ¢Cuél es la variable dependiente?

¢En qué unidades se mide?

c) ¢Cuadles son las unidades de la derivada f'(t)?

d) ¢Cémo esperas que sea el signo de ' (t)? Justifica tu respuesta.

e) Escribe el significado practico de f'(9) = 20

En economia, a esta derivada se le llama ingreso marginal. Investiga este concepto.

Cuando

se incrementa de a

el

se en

Si crees que puedes mejorar la redaccion, hazlo.

f) ¢Qué significa la expresion f(9) = 150?

g) ¢Cual es el ingreso obtenido si se gastan $1000 délares en publicidad? Explica como

lo obtuviste.

En los siguientes ejercicios realiza lo que se indica.

1. Latemperatura T, en grados centigrados, de un refresco de

lata que se pone a enfriar, esta en funcién del tiempo t, en
minutos, que permanece en el refrigerador; es decir, T = f(t).

Determina:

a) Unidades de f'(t).

b) Signo de f'(t).

c) Lainterpretacion préactica de f'(t).

La temperatura T, en grados Farenheit, de un pavo que se

pone a calentar esta en funcién del tiempo t, en minutos,
gue permanece en el horno; es decir, T = f(t).

Determina:

a) Unidades de f'(t).

b) Signo de f'(t).

c) Lainterpretacion practica de f'(30) = 7.

Imaginemos que el peso corporal de una persona (toma-
do cada mes) esta en funcién tnicamente de la cantidad de

calorias que consume diariamente en su alimentacion. Si
W es el peso, dado en kilogramos, y ¢ son las calorias, dadas
en miles de calorias, la funcion se representa como W = f(c).
Determina:

a) Unidades de f'(c).

b) Signo de f'(c).

c) Lainterpretacion practica de f'(2) = 3.

El peso, en miligramos, de un tumor canceroso esta en fun-
cién del tiempo t, medido en meses; es decir W = f(t).
Determina:

a) Unidades de f'(t).

b) Signo de f'(t).

¢) Lainterpretacion practicade W'(2) = 2.3.

En cierta compafiia, el ingreso obtenido depende de la
cantidad de articulos vendidos. Si el ingreso, I, se mide en
miles de pesos y la cantidad de articulos vendidos, g, se
mide en cientos de unidades, podemos expresar la funcion
como | = f(q).
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10.

11.

Determina:

a) Unidades de f'(q).

b) Signo de f'(q).

c) Lainterpretacion practica de f'(20) = 50.

Los ingresos diarios, en miles de pesos, de una empresa
avicola estan en funcién de los cientos de docenas de
huevos vendidos; es decir, I = f(h).

Determina:

a) Unidades de f’(h).

b) Signo de f’(h).

c) Lainterpretacion practica de f’(200) = 0.80.

Las utilidades mensuales de una embotelladora de agua
purificada, medidas en miles de pesos, depende del nUmero
de garrafones vendidos, medido en cientos de unidades, es
decir, U = f(9g).

Determina:

a) Unidades de f'(g).

b) Signo de f'(g).

c) Interpretacion préactica de f’(135) = 1.2.

Las utilidades, en miles de pesos, de una empresa acerera
estan en funcion de las toneladas de acero que vende; es
decir U = f(a).

Determina:

a) Unidades de f'(a).

b) Signo de f'(a).

¢) Lainterpretacion practica de f'(20) = 6.

La funcién de costos mensuales, en délares, de un fabri-
cante de reproductores de CDs depende de la cantidad de
aparatos fabricados; es decir C = f(r).

Determina:

a) Unidades de f'(r).

b) Signo de f'(r).

¢) Lainterpretacion préactica de f'(350) = 50.

Los costos anuales, en millones de pesos, de un agricultor
estan en funcion de las toneladas de maiz producidas; es
decir, C = f(m).

Determina:

a) Unidades de f'(m).

b) Signo de f’(m).

¢) Lainterpretacion préactica de f'(47) = 1/2.

La poblacién, en miles, del oso blanco en el Polo Norte
estd cambiando en funcién de los afios, t, de acuerdo con
la funcién: P(t) = 80(0.96)".

Obtén P ’(12) y su interpretacion practica.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

La poblacion, en miles, de cucarachas de cierta ciudad de-
pende de las toneladas de basura que se generan, la cual
puede determinarse por la siguiente funcion: P(b) = 2e°%,
Obtén P'(4) y su interpretacion practica.

El saldo de una cuenta bancaria, en miles de pesos, esta
dado por la siguiente funcion: S(t) = 25e%%"2! donde t son
los afios que dura la inversion.

Obtén S’(5) y su interpretacién practica.

El saldo de una cuenta bancaria, en millones de pesos, esta
dado por la siguiente funcion: S(t) = 15(1.0824)", donde t
son los afios de la inversion.

Obtén S’(3) y su interpretacién préctica.

El valor, en cientos de pesos, de una camioneta esta dado
por V(t) = 240(0.65)'+8, donde t es el tiempo, en afios,
transcurridos desde su compra.

Obtén V'(2) y su interpretacion practica.

La masa, en gramos, de una sustancia radiactiva esta dada
por la siguiente funcion: M(t) = 730e %%t donde t es el
tiempo, medido en dias.

Obtén M ’(30) y su interpretacién préctica.

Los ingresos semanales de un fabricante de salas estan da-
dos por I(q) = 4800q-+q? pesos, donde q son las unidades
producidas. Actualmente el fabricante produce 100 unida-
des semanales y planea aumentar la produccion semanal
en una unidad.

Estima el ingreso adicional que generara este aumento en
la produccion.

l’f' R

En cierta fabrica, la produccion diaria, en cientos de
unidades, esta dada por la siguiente funcion: P(k) = 6k2,
donde k representa la inversion de capital, medido en
miles de dolares. La inversion actual es de 400,000 délares.
Estima el efecto que una inversién adicional de 1000
délares tendra en la produccion diaria.
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19. Cierto teatro tiene una capacidad de 1000 butacas y cada
boleto se vende en 50 pesos. Actualmente se tienen ven-
didos 680 boletos y la experiencia ha demostrado que por
cada disminucion de 5 pesos en el costo del boleto, el
namero de lugares vendidos aumenta en 10.

a) Expresa el ingreso en funcién del precio del boleto.
b) Obtén 1'(38) y su interpretacion practica.

20.

Conjunto de ejercicios 2.7 = 177

Los costos, en pesos, de una empresa estan dados por
C(x) = 0.05x*—8x+4000, donde x representa cientos de
unidades producidas.

Si se sabe que cada unidad se vende en 530 pesos.

a) Encuentra la utilidad en funcién del nUmero de unida-
des vendidas.

b) Obtén U’(400) y su interpretacion practica.
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Capitulo 3

Optimizacion de funciones

3.1 Como aplicar la derivada
a problemas de
optimizacion: maximos y
minimos de una funcién

3.2 Concavidad y puntos de
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a gréafica de la historia del consumo de electricidad del recibo que aparece en esta pagina muestra el consumo
—bimestral en el afio actual y en el afio anterior. Si analizamos la informacién del afio 2003 observamos que del
primero al segundo bimestre hubo una disminucion en el consumo de este bien, pero del segundo al cuarto fue creciendo,
siendo el cuarto bimestre donde alcanzé su méximo, para decrecer nuevamente en el siguiente bimestre.

Si tratamos de darle una interpretacion a esta situacion, podemos decir que el cuarto bimestre, el de mayor consumo,
abarca los meses de verano, que es cuando se consume mas electricidad en los hogares. Observa que la misma situacién se
repite en el afio 2004, y es también en el cuarto bimestre donde mas energia se consume, incluso mas que el afio anterior.

En este capitulo utilizaremos las derivadas para resolver este tipo de problemas: la optimizacion de funciones. Si
conocemos la funcion encontraremos el o los puntos donde ocurre su valor maximo o minimo; analizaremos también
su comportamiento; es decir, si la funcion esta creciendo o decreciendo. Abordaremos algunos problemas de apli-
cacion del &rea de economia en donde encontraremos con qué nivel de produccion se obtiene un ingreso maximo, se
minimizan los costos o se obtiene la maxima utilidad.

179

www.FreeLibros.me




180 - Capitulo 3 = Optimizacion de funciones

3.1 COMO APLICAR LA DERIVADA A PROBLEMAS DE OPTIMIZACION:
MAXIMOS Y MINIMOS DE UNA FUNCION

DEFINICION

Una de las aplicaciones de las derivadas es la resolucion de problemas de optimizacion;
es decir, para encontrar los puntos en donde la funcion tiene un valor maximo o un valor
minimo. Este tipo de problemas es muy importante en el campo de la administracion,
cuando, por ejemplo, deseamos obtener el nivel de produccién con el que se obtiene
el ingreso maximo, la utilidad maxima o los costos minimos de produccion, por men-
cionar algunas de las muchas aplicaciones.

En esta seccion estudiaremos los maximos y minimos locales o relativos; se les
llama locales porque son el punto méximo o minimo en un intervalo de la gréfica.

En la seccion 2.3 vimos que una funcién tiene un maximo en el punto en donde
su grafica cambia de creciente a decreciente, y un minimo si sucede lo contrario; es de-
cir, la gréafica de la funcién cambia de decreciente a creciente.

Con base en lo anterior, observa la grafica y contesta lo que se te pide:

15

-4 -3 -2 -1 1 2 3 Z

¢En qué valores de x la funcion tiene un valor maximo?

¢En qué valores de x la funcion tiene un valor minimo?

MAXIMO LOCAL

Decimos que la funcidn f(x) tiene un valor maximo local (o relativo) en x = a, si se
cumple que el valor de la funcion en ese punto es mayor o igual que el valor de la fun-
cién en cualquier otro punto x cercano al nimero a; es decir, f(a) = f(x).

Observa que f(x) tiene un maximo en x = a, ya que en ese numero el valor de la
funcion es el mas alto; todos los demas valores de x alrededor de a tienen un valor de
y mas bajo.

Se le llama méximo relativo o local porque es el valor mas alto de la funcién en
esa “seccion” de la grafica. Observa que no estamos analizando toda la grafica.
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¢Hay otro punto en el cual la funcién tenga un maximo local?

¢Cual es?

DEFINICION | Decimos que lafuncién f(x) tiene un valor minimo local (o relativo) en x = b, si el valor
de la funcién en ese punto es menor o igual que el valor de la funcion en cualquier otro
punto x cercano al nimero b; es decir, f(b) = f(x).

Regresemos a la gréafica anterior.

Observa que f(x) tiene un minimo en x = b, porque en ese nimero el valor de la
funcidn es el mas bajo; todos los demas valores de x alrededor de b tienen un valor de

y mas alto.
Se le llama minimo relativo, o local, pues es el valor mas bajo de la funcién en
esa “seccion” de la grafica. Recuerda que no estamos analizando toda la grafica.

¢Hay otro valor de x en donde ocurre un minimo local de la funcién?

En las graficas anteriores resultd sencillo determinar los puntos que representan los
maximos y minimos de la funcion. Esto no siempre es asi, por lo que debemos tener
otra estrategia para encontrarlos.

Como determinar el punto maximo o minimo de una funcién

CONSTRUCCION

Retomemos la primera gréfica.

Sabemos que la funcion tiene maximosen x = —3yenx = 0; yminimosenx = —1
y X = 2; dibuja una recta tangente en cada uno de esos puntos y contesta lo que se te
indica:

a) Enx =0, qué valor tiene la pendiente de la recta que dibujaste:
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Dado que la pendiente de la recta tangente es la derivada, concluimos
que f'(0) =

b) Enx = —3, qué valor tiene la pendiente de la recta que dibujaste:

¢) ¢Puedes dibujar otra recta tangente, diferente a la que mencionas en el inciso
anterior?

Cuando en un punto podemos dibujar varias rectas que cumplen con ser tangentes,
decimos que la derivada no existe en ese punto.

Concluimos entonces que f'(—3) no existe.
d) Enx = 2, qué valor tiene la pendiente de la recta que dibujaste:
Dado que la pendiente de la recta tangente es la derivada, concluimos
que f'(2) =
e) Enx = —1,qué valor tiene la pendiente de la recta que dibujaste:
Dado que la pendiente de la recta tangente es la derivada, concluimos
que f'(=1) =

De acuerdo con el razonamiento anterior, podemos concluir que:

En aquellos puntos en donde la funcién tiene maximos y minimos la derivada es ce-
ro, 0 no existe.

Los puntos en los cuales la derivada de una funcidn es igual a cero o no existe se cono-
cen como puntos criticos de la funcién y representan un posible valor méximo o mini-
mo de la funcion.

DEFINICION | PUNTOS CRITICOS
Los puntos del dominio de la funcién en los que f’(x) es cero o no existe, se cono-
cen como puntos criticos de la funcion; es decir,

f(x) = 0 (la derivada es cero en los valores de x en los que el numerador es cero)
no existe  (laderivada no existe en los valores de x en los que el denominador es cero)

Estos representan un posible valor maximo o minimo de la funcion.

Los siguientes ejercicios nos ayudaran a comprobar que no todo punto critico es
un valor maximo o minimo para una funcidn. Utilizaremos funciones muy sencillas
cuyas graficas conocemos.

CONSTRUCCION

Obtén los puntos criticos de la funcién f(x) = x?, dibuja su gréfica y determina si el
punto critico es un maximo, un minimo o no es nada.
Solucion  Recuerda que los puntos criticos son aquellos puntos del dominio de la funcién con los

0

gue se cumple que: f'(x) = no existe

Entonces, obtenemos f'(x) =

¢ Qué ecuacion debes resolver para obtener el punto critico?
La solucion de la ecuacion es: x =

¢El valor de x obtenido, pertenece al dominio de la funcion? Es decir, ¢la fun-
cidn existe en ese valor?.

Para responder a esta pregunta puedes sustituir el nimero de x en la funcién y en-
contrar su valor.

www.FreeLibros.me



Secciéon 3.1 = COmo aplicar la derivada a problemas de optimizacion: maximos y minimos... = 183

iAhora si; contesta la pregunta! ¢La funcion existe en ese valor?

En este valor de x la funcion puede tener un valor maximo o minimo.

Ahora dibuja la grafica de la funcion f(x) = x2.

Ya que ésta es una funcion muy conocida, no necesitamos de ningun graficador.

y

Observa la gréafica, ¢en el valor de x obtenido hay un méaximo o minimo para la
funcion?

¢ Qué es?

CONSTRUCCION

Obtén los puntos criticos de la funcion f(x) = x3, dibuja su gréafica y determina si el
punto critico es un maximo, un minimo o no es nada.
Solucion  Recuerda que los puntos criticos son aquellos puntos del dominio de la funcién con los

0

gue se cumple que: f'(x) = N existe

Entonces, obtenemos f'(x) =

¢ Qué ecuaciodn debes resolver para obtener el punto critico?

La solucion de la ecuacion es: x =

¢El valor de x obtenido, pertenece al dominio de la funcién? Es decir, ¢la fun-
cion existe en ese valor?

En este valor de x la funcidn puede tener un valor maximo o minimo.

Ahora dibuja la grafica de la funcion f(x) = x°.

Debido a que se trata de una funcion muy conocida, tampoco necesitamos de un
graficador.

¢En el valor de x obtenido, hay un méximo o minimo para la funcién?
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CONCLUSION

Del andlisis anterior concluimos que no todo punto critico es un punto maximo o
minimo de la funcién.

En el gjercicio anterior utilizamos la grafica de la funcion para determinar si el punto
critico obtenido era 0 no un maximo o un minimo para la funcion. Esto fue facil de vi-
sualizar, pues las funciones eran muy sencillas; no siempre sucede asi, por lo que es
necesario contar con una alternativa para obtener el maximo o el minimo de una fun-
cion. Al inicio del tema mencionamos que una funcién tiene un maximo en el punto
en el cual la funciéon cambia de creciente a decreciente. Cuando esto ocurre, la de-
rivada cambia de positiva a negativa, y lo contrario sucede con un punto minimo; esto
significa que podemos apoyarnos en la primera derivada para determinar si un punto
critico es un maximo o un minimo de la funcion.

A continuacién aprenderemos cémo hacerlo. Al método para determinar si un
punto critico s 0 no un maximo o un minimo de una funcion se le llama criterio de la
primera derivada. Veamos lo que indica.

Criterio de la primera derivada

Si x = a es un numero critico de la funcién, entonces se cumple que:

1. Sif'(x) >0parax <ayf’(x) <0parax > a,entonces en x = a la funcion f(x)
tiene un maximo local. El valor méaximo de la funcion se obtiene evaluando la fun-
cién en el nimero critico x = a, es decir, f(a).

y

Gréfica def( )
fl@  foooo I :

f'(x)>0 f(x)<0 X

[\

Observa que antes de x = a, la funcién es creciente (por eso la derivada es positi-
va),y después de x = a, la funcion es decreciente (por eso la derivada es negativa).
Cuando esto sucede, existe un maximo en la funcién.

2. Sif'(x) <Oparax <ayf'(x) > 0parax > a, entonces en x = a la funcion f (x)
tiene un minimo local. El valor minimo de la funcion se obtiene evaluando la
funcidn en el nimero critico x = a, es decir, f(a).

Grafica de f'(x)

S <0
@)  |foeoeeeeaec=

F'x) >0

Observa que antes de x = a, la funcion es decreciente (por eso la derivada es nega-
tiva), y después de x = a, la funcion es creciente (por eso la derivada es positiva).
Cuando esto sucede, existe un minimo en la funcion.

3. Si f’(x) no cambia de signo alrededor de x = a, entonces la funcién no tiene ma-
Ximo ni minimo en x = a.
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EJEMPLO 1 oObtén los puntos en donde ocurren los maximos y minimos para la funcién y propor-
ciona el intervalo en donde f(x) es creciente y en donde es decreciente.
_ 14 2.3
f(x) = 21X 3%
Solucion 1 Debemos obtener los puntos criticos de la funcién, pues estos representan los posi-
bles maximos y minimos de la funcién.
Los puntos criticos se obtienen al derivar la funcion; al hacerlo obtenemos:

f(x) = x®— 2x2

La definicién de puntos criticos nos dice que los puntos criticos son aquellos
valores de x que pertenecen al dominio de la funcion, con los cualesf'(x) =0 o f'(x)
no existe.

El dominio de la funcién lo forman todos los nimeros reales, ya que la funcion
es polinomial; por lo tanto, la funcion existe para cualquier valor de x.

¢En qué valores del dominio la derivada es cero?

Igualamos a cero el numerador de la derivada, y la ecuacion que nos queda por

resolver es:
x2—2x2=0
Para resolverla tomamos como factor comun a x2, y obtenemos:
x3(x—2) =0

Al igualar cada factor a cero y despejar x, obtenemos:
si x> =0, entonces x =0
six—2 =0, entonces x = 2

Por lo tanto x = 0y x = 2 son los valores de x en donde hay puntos criticos. Estos

representan los puntos en los cuales la funcion puede tener un maximo o un minimo.
¢En qué valores del dominio la derivada no existe?
Recuerda que la derivada no existe en los valores de x en los que el denomi-
nador es cero, pero como en este caso no tenemos denominador, los Unicos puntos
criticos seran aquellos en los que la derivada es cero.

2 Debemos utilizar el criterio de la primera derivada, para determinar si los puntos
criticos son 0 no maximos o0 minimos.
Analizaremos el signo de la derivada por la izquierda y por la derecha de los
valores de x obtenidos.
En la recta numérica marca los valores de x.

0 2

Observa que la recta se divide en tres intervalos. Debemos determinar cémo es
la derivada (positiva o negativa) en cada uno de los intervalos; para lo que tomamos
un namero dentro del intervalo y lo sustituimos en la derivada (con cualquier nimero
que tomemaos, el signo de la derivada sera el mismo).

Podemos escribir la informacién en una tabla de datos de la siguiente forma:

Y

Sustituir el nimero| Signo de |Conclusién acerca de la
Numero seleccionado en la | la primera | funcién: es creciente o
Intervalo | seleccionado | primera derivada | derivada decreciente
(—,0) | Puede ser f'(-1) = -3 Negativo Decreciente
x=-1
(0, 2) Puede ser f'(l)= -1 Negativo Decreciente
x=1
(2,+*) | Puede ser f'(4) =32 Positivo Creciente
X=4
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Con los resultados obtenidos, la recta numérica queda como:
f'(x) <0 f'(x) <0 f'(x)>0
| |

| |
fesdecreciente 0 fesdecreciente 2 fescreciente

Y

Observa que alrededor del punto critico en donde x = 0 no hay cambio de sig-
no en la derivada. Entonces, de acuerdo con el criterio de la primera derivada, regla 3,
concluimos que x = 0 no es ni un maximo ni un minimo para la funcion.

En el punto critico en donde x = 2, la derivada cambia de negativa a positiva. En-
tonces, de acuerdo con el criterio de la primera derivada, regla 2, concluimos que en
x = 2 la funcion tiene un valor minimo.

Si queremos obtener el valor minimo local de la funcién, lo que debemos hacer
1., 2

RS §x3, al hacerlo nos queda como:
4

Q) = §@'~5@° = 3

es sustituir x = 2 en la funcion original f(x) =

Entonces el punto mas bajo de la funcién alrededor de x = 2, es (2, %4)

3 También debemos determinar los intervalos en los que la funcién es creciente y de-
creciente. Para contestar esta pregunta utilizaremos los resultados obtenidos en la
tabla anterior.

En la seccién 2.3 aprendimos que:

- Sif’(x) > 0, entonces f(x) es creciente.

« Sif’'(x) <0,entonces f(x) es decreciente.

S6lo debemos observar en qué valores la derivada quedd negativa y en qué valo-
res quedo positivay ... jtenemos la respuesta!

f(x) es creciente en el intervalo (2, + ©).

f(x) es decreciente en los intervalos (—, 0) y (0, 2).

Como la funcién decrece por la izquierda y la derecha de x = 0, podemos decir que f (x)
es decreciente en el intervalo (—, 2).

Podemos comprobar los resultados obtenidos si observamos la gréafica de la funcion
original f(x) = %x

4—%x3. Por medio de un graficador tenemos que la gréafica de la fun-
cion es;

-4 -3 -2 -1 0\1\2/3 4

Observa que, en efecto, en x = 0 no hay maximo ni minimo, y que el valor minimo

+ 2,y proporciona el

local (punto mas bajo) de la funcidbnesy = —%, que ocurre cuando x = 2.

EJEMPLO 2 Obtén los puntos maximos y minimos para la funcion f(x) = x*®

intervalo en el que es creciente y en el que es decreciente.
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Solucion

1 Debemos obtener los puntos criticos de la funcién, pues éstos representan los posi-
bles maximos y minimos de la funcién.
Los puntos criticos se obtienen al derivar la funcion; al hacerlo, obtenemos:

F(x) = 2x 17

como x queda con exponente negativo, la pasamos al denominador y tenemos que

() = 55

La definicion de puntos criticos nos dice que los puntos criticos son aquellos va-
lores de x que pertenecen al dominio de la funcién en los que f'(x) =0 o f'(x) no
existe.

El dominio de la funcién es cualquier numero real, ya que aunque en la fun-
cién aparece una raiz cubica de x y sabemos que ésta existe para todos los nimeros
reales.

¢En qué valores del dominio la derivada es cero?

Para encontrar los puntos que hacen cero la derivada de la funcion, iguala-
mos el numerador a cero y despejamos x. Al hacerlo, obtenemos la ecuacion:

2=0

Observa que en esta ecuacion no aparece x. Esto significa que no hay un
namero del dominio de la funcion en el que la derivada sea igual a cero.

¢En qué valores del dominio la derivada no existe?

Ahora encontraremos los valores de x en los que la derivada no existe; re-
cuerda que esto sucede en los valores de x en los que el denominador es cero.

Igualamos a cero el denominador de la derivada y la ecuacion que nos queda
por resolver es:

xY3=0
al despejar x de la ecuacion obtenemos:
1/3 _ 0
XT3
entonces
X3 =0

Al elevar al cubo ambos lados de la ecuacién, obtenemos que
x=0
Por lo tanto x = 0 es el valor de x en donde hay un punto critico que repre-
senta el punto en el que la funcién puede tener un maximo o un minimo.

2 Debemos utilizar el criterio de la primera derivada para determinar si el punto critico
€s 0 N0 maximo o minimo. Analizaremos por la izquierda y por la derecha del valor
de x obtenido.

En una recta numérica marcamos el valor de x:

|
I >
0

Observa que la recta se divide en dos intervalos. Debemos determinar como es
la derivada (positiva 0 negativa) en cada uno de los intervalos; para ello, tomamos un
numero dentro del intervalo y lo sustituimos en la derivada (con cualquier ndmero
que tomemos, el signo de la derivada sera el mismo).
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Podemos escribir la informacién en una tabla de datos de la siguiente forma:

Sustituir el nimero | Signo de |Conclusién acerca de la
Ndmero seleccionado en la | la primera | funcién: es creciente o
Intervalo | seleccionado | primera derivada | derivada decreciente
(—,0) | Puedeser | f/(—1)=-2/3 | Negativo Decreciente
x=-1
(0, +0) Puede ser f'(1) =213 Positivo Creciente
x=1

Con los resultados obtenidos, la recta numérica queda como:

f/(x) <0 | f/(x) >0

|

f es decreciente 0 f es creciente

En el punto critico en donde x = 0, la derivada cambia de negativa a positiva.
Entonces, de acuerdo con el criterio de la primera derivada, regla 2, concluimos
que en x = 0 la funcidn tiene un valor minimo.

Si queremos obtener el valor minimo local de la funcién, lo que debemos ha-
cer es sustituir x = 0 en la funcion original f(x) = x?+2; al hacerlo, nos queda como

f(0) =0%%+2=2
Entonces es el punto més bajo de la funcién alrededor de x = 0, es (0, 2).

3 También debemos determinar los intervalos en los que la funcion es creciente y en
los que es decreciente. Para contestar esta pregunta, utilizaremos los resultados
obtenidos en la tabla anterior.

En la seccién 2.3 aprendimos que:

< Sif’(x) > 0, entonces f(X) es creciente.
« Sif’(x) <0, entonces f(x) es decreciente.

So6lo debemos observar en qué valores la derivada quedd negativa y en qué
valores quedo positiva y. . . jtenemos la respuesta!

f(x) es creciente en el intervalo (0, +c°).
f(x) es decreciente en los intervalo (—oe, 0).

Podemos comprobar los resultados obtenidos si observamos la gréfica de la
funcién original

f(x) = x?*+2.

Por medio de un graficador tenemos que la grafica de la funcion es:
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EJEMPLO 3

Solucién

Observa que, en efecto, hay un minimo local (punto mas bajo) para la funcién en
y = 2, que ocurre cuando x = 0. I

Obtén los puntos maximos y minimos para la funcién f(x) = 2X—F y da el intervalo
en que es creciente y en que es decreciente.

1 Debemos obtener los puntos criticos de la funcién, pues éstos representan los posi-
bles maximos y minimos de la funcion.
Los puntos criticos se obtienen al derivar la funcion. Antes de derivar, subire-
mos al numerador la x? del segundo término de la funcion, para que sea mas facil de-
rivarlo.

f(x) = 2x—x 2
Al derivar obtenemos:
f'(x) =2+2x73
Como x queda con exponente negativo, la pasamos al denominador y tenemos que
, 2
f'(x) = 2+F
efectuamos la suma, sacamos un comin denominador y tenemos que
, 2x3+2
00 ==5°

La definicién de puntos criticos nos dice que los puntos criticos son aquellos va-
lores de x que pertenecen al dominio de la funcién, en los que f'(x) =0 o f'(x) no
existe.

El dominio de la funcién es cualquier nimero excepto x = 0, ya que la funcion
no existe en ese valor porque el denominador del segundo término se hace ceroy
la divisidn entre cero no esta definida; entonces, si algtn punto critico es cero, lo
descartamos como posible punto maximo o minimo, ya que la funcién no estéa defini-
da en ese namero.

¢En qué valores del dominio la derivada es cero?

Para encontrar los puntos que hacen cero la derivada de la funcion, iguala-

mos el numerador a cero y despejamos x; al hacerlo, obtenemos:

2x34+2 =0

Pasamos el 2 restando al lado derecho de la ecuacion y obtenemos que:
2x3 = -2

El 2 que estd multiplicando pasa hacia el otro lado dividiendo y tenemos:

3:

3= —2
2

Es decir,

al sacar la raiz cubica de —1 obtenemos que

x=-1

Por lo tanto x = —1 es el valor de x en donde hay un punto critico.
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¢En qué valores del dominio la derivada no existe?
Ahora encontraremos los valores de x en los que la derivada no existe. Re-
cuerda que esto sucede en los valores de x en los que el denominador es cero.
Igualamos a cero el denominador de la derivada, y la ecuacion que nos que-
da por resolver es:
x3 =
Al sacar raiz cubica para despejar x, obtenemos que
x=0
Como el cero no pertenece al dominio de la funcidn, lo descartamos como
posible valor maximo o minimo de ésta.

Por lo tanto x = 1 es el Gnico valor en el que la funcién puede tener un maximo o
un minimo.

2 Debemos utilizar el criterio de la primera derivada para determinar si el punto critico
€s 0 no maximo o minimo. Analizaremos por la izquierda y por la derecha del valor
de x obtenido.

En una recta numérica marcamos los valores de x:
| |
| |
-1 0

Aunque el cero no es un posible valor maximo o minimo de la funcién, si lo tomare-
mos en cuenta para delimitar los intervalos y analizar como es la funcién en valores an-
teriores y posteriores a ese niimero, ya que también queremos determinar los intervalos
en los que la funcion es creciente y en los que es decreciente.

Observa que la recta se divide en tres intervalos. Debemos determinar como es
la derivada (positiva o negativa) en cada uno de los intervalos; para lo que tomamos
un ndmero dentro del intervalo y lo sustituimos en la derivada (con cualquier nUmero
gue tomemos, el signo de la derivada sera el mismo).

Podemos escribir la informacion en una tabla de datos de la siguiente forma:

Y

Sustituir el nimero | Signo de |Conclusion acerca de la
NUmero seleccionado en la | la primera | funcion: es creciente o
Intervalo | seleccionado | primera derivada | derivada decreciente
(=, —1)| Puede ser f'(=2) =175 Positivo Creciente
X=-2
(=1,0) Puede ser J 0 1) Negativo Decreciente
f'l—5)=-14
x==1/2 2
(0,+%) | Puede ser f'(1)=14 Positivo Creciente
x=1

Con los resultados obtenidos, la recta numérica queda como:
f'(x)>0 I f'(x) <0 I f'(x) >0

| |
fescreciente —1 fesdecreciente 0O fescreciente

Y

En x = —1, la derivada cambia de positiva a negativa. Entonces, de acuerdo con
el criterio de la primera derivada, regla 1, concluimos que en x = —1 la funcion tiene
un valor maximo.

Si queremos obtener el valor maximo local de la funcién, lo que debemos hacer

es sustituir x = —1 en la funcion original f(x) = 2X—%; al hacerlo, nos queda como
1
f(-1) = 2(-D)—=pz = 3

Entonces el punto mas alto de la funcion alrededor de x = —1 es (—1, —3).
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iA TRABAJARI!

3 También debemos determinar los intervalos en los que la funcion es creciente y en
los que es decreciente. Para resolverlo, utilizaremos los resultados obtenidos en la
tabla anterior.

En la seccion 2.3 aprendimos que:

< Sif’'(x) > 0, entonces f(x) es creciente.
 Sif’(x) <0,entonces f(x) es decreciente.

Solo debemos observar en qué valores la derivada quedo negativa y en qué
valores quedo positivay. . . jtenemos la respuesta!

f(x) es creciente en el intervalo (—,—1) y (0,+).
f(x) es decreciente en el intervalo (—1,0).

Podemos comprobar los resultados obtenidos si observamos la gréafica de la
funcidn original, 1
f(x) = 2X*F

Por medio de un graficador tenemos que la gréafica de la funcion es:

y

Observa que, en efecto, hay un maximo local (punto mas alto) de la funcion en
y = —3, el cual ocurre cuando x = —1; en x = 0 la grafica “se corta”, pues la funcién
no esta definida (no existe) para ese valor de x.

EJERCICIO 1

Solucioén

Obtén los puntos criticos de la funcion y utiliza el criterio de la primera derivada para
determinar si son maximos, minimos o ninguno. Indica los intervalos en los que f(x) es
creciente y en los que es decreciente.

f(x) = %x4—2x3—12x2+32

¢ Cudl es el dominio de la funcién? Es decir, ¢hay algin valor de x en el que la
funcidn no exista?

1 Obtenemos puntos criticos.
¢ Qué necesitamos hacer para obtener los puntos criticos?

Obtenemos f'(x) =
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Plantea y resuelve la ecuacién para determinar los valores de x en los que la
primera derivada vale cero.

Plantea y resuelve la ecuacién para determinar los valores de x en los que la
primera derivada no existe.

Los valores de x obtenidos, ¢ pertenecen al dominio de la funcién?

Entonces, los puntos criticos son:

2 Aplicamos el criterio de la primera derivada.
Dibujamos los puntos criticos en la recta numérica:

Y

Escribimos la informacién en la tabla:

Sustituir el nimero| Signo de | Conclusién acerca de la
NdUmero seleccionado en la | la primera | funcidn: es creciente o
Intervalo | seleccionado | primera derivada | derivada decreciente

3 Con base en los resultados obtenidos y en lo que indica el criterio de la primera de-
rivada, concluimos que la funcién tiene:

Maximo en: . Minimo en:

Crece en: . Decrece en:

EJERCICIO 2 f(x) = (x*-9)°

¢Cual es el dominio de la funcién? Es decir, ;hay algun valor de x en el que la
funcién no exista?

Solucion 2 Obtenemos puntos criticos.
¢ Qué necesitamos hacer para obtener los puntos criticos?

Obtenemos f’(x) =
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Plantea y resuelve la ecuacion para determinar los valores de x en los que la
primera derivada vale cero.

Plantea y resuelve la ecuacion para determinar los valores de x en los que la
primera derivada no existe.

Los valores de x obtenidos, ¢ pertenecen al dominio de la funcion?

Entonces, los puntos criticos son:

2 Aplicamos el criterio de la primera derivada.
Dibujamos los puntos criticos en la recta numérica:

Y

Escribimos la informacién en la tabla:

Sustituir el nimero| Signo de |Conclusion acerca de la
NUmero seleccionado en la | la primera | funcién: es creciente o
Intervalo | seleccionado | primera derivada | derivada decreciente

3 Con base en los resultados obtenidos y en lo que indica el criterio de la primera de-
rivada concluimos que la funcion tiene:

Maximo en: . Minimo en:

Crece en: . Decrece en:

EJERCICIO 3 f(x):x+§

¢Cudl es el dominio de la funcién? Es decir, ¢hay algin valor de x en el que la
funcién no exista?

Solucion 1 Obtenemos puntos criticos.
¢ Qué necesitamos hacer para obtener los puntos criticos?

Obtenemos f'(x) =
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Plantea y resuelve la ecuacién para determinar los valores de x en los que la
primera derivada vale cero.

Plantea y resuelve la ecuacion para determinar los valores de x en los que la
primera derivada no existe.

Los valores de x obtenidos, ¢ pertenecen al dominio de la funcion?

Entonces, los puntos criticos son:

2 Aplicamos el criterio de la primera derivada.
Dibujamos los puntos criticos en la recta numérica:

Escribimos la informacién en la tabla:

Sustituir el nimero | Signo de |Conclusién acerca de la
Ndmero seleccionado en la | la primera | funcidn: es creciente o
Intervalo | seleccionado | primera derivada | derivada decreciente

3 Con base en los resultados obtenidos y en lo que indica el criterio de la primera de-
rivada concluimos que la funcion tiene:

Maximo en: . Minimo en:

Crece en: . Decrece en:

Aplicaciones de los maximos y minimos

En nuestra vida diaria es comuan escuchar situaciones que presentan cambios de com-
portamiento; por ejemplo, de tener siempre un comportamiento creciente, de pronto
cambia a ser decreciente; en el momento en que eso ocurre, se dice que alcanza un
nivel maximo o en caso contrario un nivel minimo.

Un ejemplo de esta situacion lo podemos apreciar en las Unidades de Inversién
(UDIS); éstas son unidades de cuenta de valor real constante, creadas en abril de 1995
por el Banco de México como una alternativa para resolver los efectos de la crisis fi-
nanciera que se presento a finales de 1994 en México. De esta forma, si un cliente ya
tenia un crédito hipotecario en moneda nacional, podia cambiarlo al sistema de UDIS,
si asi lo deseaba. Se decia que dichas unidades representaban una mayor ventaja que
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EJEMPLO 4

iA TRABAJAR!

manejar la deuda en pesos, ya que el valor de la UDI se actualiza dia a dia conforme
al Indice Nacional de Precios al Consumidor (INPC), lo cual hace que sea mas segu-
ra que las tasas nominales que tradicionalmente se utilizan para los créditos.

Las UDIS no son una moneda tangible, simbolizan dinero, pero no lo son por si
mismas: el pago de las obligaciones adquiridas en UDIS se hace en pesos mexicanos.

La UDI retrocede . ..

Desde que se dieron a conocer el 4 de abril de 1995, el valor de las UDIS no ha-
bia dejado de aumentar; sin embargo, en 2001 se present6 una gran sorpresa, cuando
por primera vez en la historia, el valor de las UDIS dio una baja. Esto sucedi6 en fe-
brero de 2001, la grafica que presentamos a continuacién muestra el valor de las UDIS
en el mes de febrero de 2001.

Méx: 2.9464
Media: 2.9431
Min: 2.9398

LN L L N L A
0 5 10 15 20 25 30

Fuente:
Elcontribuyente.com.mx

Fuente: Articulo publicado por Alberto Barrientos en El Norte, Monterrey, N. L., México.

Observa que el 25 de febrero de ese afio, las UDIS alcanzaron su nivel maximo
histérico de 2.946381 pesos, disminuyendo hasta los 2.942518 pesos: una disminucion
del 0.13%, que es precisamente la deflacion registrada. La funcion tiene un maximo re-
lativo en t = 25; recuerda que se le llama maximo relativo o local por que es el punto
mas alto de la grafica en un intervalo (ese comportamiento sucede solamente en una
seccion de la gréafica).

El hecho de que los precios de los productos agricolas presenten una fuerte vo-
latilidad, tanto a la alta como a la baja, influye de forma determinante en el nivel ge-
neral de la inflacion, por lo que el valor de las UDIS se ve afectado.

Conaocer el comportamiento de una funcidn y su valor maximo o minimo es un
dato importante en cualquier area: economia, finanzas, medicina, etcétera, ya que per-
mite analizar una situacion y llevar a cabo oportunamente las acciones necesarias pa-
ra solucionar un problema que pudiera presentarse.

Para determinar el comportamiento de una funcion, creciente o decreciente, y sus
puntos maximos y minimos, utilizaremos el mismo procedimiento que en los ejerci-
cios anteriores. Entonces, es necesario conocer la funcion; en ocasiones no se nos da
directamente, por lo que es necesario plantearla.

Sugerencia para resolver un problema de aplicacion de maximos y minimos:
Después de leer cuidadosamente el enunciado,
1° Identifica y plantea la funcién para la que se te pide obtener el maximo o el
minimo.
2° Obtén los puntos criticos.
3° Utiliza el criterio de la primera derivada para encontrar el maximo o el mi-
nimo que se te pide obtener.

EJERCICIO 1 Elprecio de venta, para el producto de un fabricante, esta dado por p = 27—%q2, donde

g es la cantidad vendida, medida en cientos de unidades. ,Con qué valor de g se tiene
un ingreso maximo?
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Solucidn

EJERCICIO 2

Solucion

1 Planteamos la funcion:
Ingreso =

2 Obtenemos los puntos criticos:

¢Cuéntos puntos criticos existen?

¢Cualquiera de los puntos criticos obtenidos puede ser la solucién a la pregun-
ta? Justifica tu respuesta.

3 Utilizamos el criterio de la primera derivada para obtener el maximo:

Respuesta:

Si las funciones de ingresos y de costos para una compafiia estan dadas por | = 35q—%q2
y C = 79+20, respectivamente, donde g son las unidades, en miles, producidas y
vendidas.

a) ¢Cuéantas unidades del producto deben venderse para tener una ganancia
maxima?

b) ¢Cuédl es la maxima ganancia obtenida?

1 Planteamos la funcién:

Ganancia =

2 Obtenemos los puntos criticos:

¢ Cuantos puntos criticos existen?

3 Utilizamos el criterio de la primera derivada para obtener el maximo:

Contesta a las preguntas planteadas.

a) ¢Cuantas unidades de producto deben venderse para tener una ganancia ma-
xima

b) ¢Cudl es la maxima ganancia obtenida?
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EJERCICIO 3

Conjunto de ejercicios 3.1 = 197

Una empresa de telefonia celular tiene actualmente 3000 clientes en un plan mensual
en el que pagan una cuota de $500. Un estudio revel6 que se tendrian 100 suscriptores
mas por cada disminucion de $10 en la cuota mensual.

a) ¢Con qué cuota se obtendra el maximo ingreso?

b) ¢Cuéantos suscriptores se tendrian entonces?

Solucion 1 Planteamos la funcién:
Ingreso =
2 Obtenemos los puntos criticos:
3 Utilizamos el criterio de la primera derivada para obtener el maximo:
Contesta a las preguntas planteadas
a) ¢Con qué cuota se obtendra el maximo ingreso?
b) ¢Cuantos suscriptores se tendrian entonces?
3
En los siguientes ejercicios obtén los pun- 2. f(x) = 3x2—5x—4 8. f(x)= X? - %x2+6x—4
tos criticos de la funcion y utiliza el criterio )
de la primera derivada para determinar si 3. () = 2x"+4+6x 9. f(x) = %x3+ %XZ ¥ %x—z
s<_)n méXImOS, minimos o ni uno ni otro. In- 4. f(X) — 1+5X—15X2
dica los intervalos en los que f(x) es cre- 5

ciente y en los que es decreciente. Dibuja 5. f(x) = gx3—x2—12x+3
la gréfica de la funcion f(x) para compro- 3

bar los resultados.
1. f(x) = —x?+4x+8

10. f(x) = x3+§x2—2x+1
6. H(x) = X'~ 2x2x—2 11, f(x) = 20x°~201x*+396
7. f(x) = 7x2—14x3 12. f(x) = —%X3+5X2+12X—l
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13.

14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.

21

22.
23.
24.
25.

26.

2
£(x) = x*+3x+12 27, f(x) = x‘~6x2+5 4L ) =
— _ 3_ 2 4
f(x) = %x3+12x+4x2 28. f(x) = 18—26x>—9x?+15x 2 1o - 3
¢ x® X2 . =1
f(x) = —2x°—3x*—6x+36 2. f)=4+3+5+8 :
_ X
f(x) = 10-162x—9x* 30, (x) = —6x‘—4x3—6x2 43109 =1525
_ 32,23 = 5
f(x) = 4x—5+2x +3X 31, f(x) = x>—125x 4. f(x) = xfl—g
f(x) = x*+6x*+15x—9 3. f(x) = %xs - %x4—6x3+1 «
45, f(X) =7+
f(x) = 3x3—6x2+4x—7 3. f(x) = (x3+1)3 ™) =51
— 2 3 X2+3
f(x) = 273+30x°+2x>+150x 34, f(x) = —5x°+3x 46, f(x) = o
— X73 _ § 2 g _ 1/3 8/3
fO) =5 — X" Hpx+2 35. f(x) = 8x"*—x a7 100 = Xzi)jt
' X2+
f(x) = 8x°—12x2+6x—6 36. () = 7xV2=x
37, (x) = 2x—x2 18 f(x) = 51
f(X) = 25x3—30x2+12x - 1) x?+1
— _A\213
f(x) = —16x°—84x>—147x+24 38. 109 = (x=4) s, o = 160423
: 2
v a 39. f(x) = x—5x X2—4x+4.5
f(x) = 2x°—x L "
X
N 40. f(x) = Xm—m 50. f(x) = 3x2

f(x) = % — Dxd+ext+a

En los ejercicios 51 a 54 se tienen las funciones de ingreso y cos-
to. Encuentra la maxima utilidad y el niimero x de unidades que
deben producirse y venderse para lograrlo.

51
52.
53.
54.

1= 35X—%X2 C = 7x+20

I = 20x C = 0.1x?+6x+30

I = 3.85x2+3.3x C = 0.15x3+x2+6

I = —0.02x3+3.22x2 C = 2x%+8.64x+37.44

Realiza lo que se te pide.

55.

56.

57.

58.

Una persona posee 100 departamentos y los renta a estu-
diantes por $2000 al mes cada uno. Actualmente, solo tiene
ocupados 60 departamentos, la experiencia ha demostra-
do que por cada disminucion de $200 pesos mensuales
en la renta, el nUmero de departamentos rentados au-
menta en 10.

a) ¢A qué precio tendra un ingreso maximo?
b) ¢Cuédl seré el ingreso méximo?

La funcion de costos para una compafiia que fabrica calcu-
ladoras esta dada por: C(x) = 0.0001x>—0.08x + 40 donde x
representa la cantidad de calculadoras producidas.
Determina el nimero de calculadoras que se deben produ-
cir para minimizar los costos de la compafiia.

Una compafiia vende teléfonos celulares a $1500 cada uno.
Si se venden x miles de teléfonos, la funcion de costos tota-
les esta dada por C(x) = 1,000-+150%2.

¢ Cuantos celulares se deberan vender para que la compafiia
tenga una utilidad maxima?

La funcion de demanda de cierto articulo esta dada por p =
345—0.015x, donde p es el precio unitario del articulo y x es
el nimero de unidades.

59.

60.

61.

62.

63.

a) ¢Cuantas unidades deberan venderse para obtener un
ingreso maximo?

b) ¢Cudl sera el ingreso méximo?

El costo (en pesos) de transportar mercancia de una fabri-
caaun almacén esta dado por C(v) = v?—180v+12,000 don-
de v representa la velocidad (en km/hr).

a) ¢A que velocidad se debe manejar para que el costo de
transportacion sea el minimo?

b) ¢Cual sera el costo minimo?

La ganancia mensual estimada (en délares) obtenida por la
empresa Olivetti al producir y vender x unidades de maqui-
nas de escribir del modelo ET-1250md esta dada por U(x) =
—0.04x2+240x—10,000.

¢Cuantas maquinas de escribir debe vender cada mes para
maximizar sus ganancias?

Los costos fijos de una empresa son de $1200 délares, y los
costos variables son de $2 délares por unidad. Si la ecuacion
de demanda esta dada por p = 100x 2, donde x es el nime-
ro de unidades producidas.

¢Cuantas unidades deben producirse y venderse para obte-
ner una utilidad méaxima?

El material (en metros cuadrados) para fabricar tiendas de

campana esta dado por f(x) = x>+ @ donde x representa

la cantidad de unidades fabricadas.
¢Cuantas tiendas de campafia se pueden fabricar con el mini-
mo material?

La funcién de demanda de cierto articulo esta dada por p =
20e ™, donde p es el precio unitario, en miles de pesos, y x
es la cantidad de unidades vendidas, en cientos.

¢Cuantas unidades se deben vender para obtener el médximo
ingreso?
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64.

65.

66.

67.

68.

69.

70.

71.

En el parque de diversiones Bosque Magico se sabe que
cuando el precio del boleto cuesta $80 los visitantes son 210.
Por cada $5 que disminuye el precio del boleto, aumenta en
30 el nimero de visitantes.

¢A qué precio se debe vender el boleto para obtener el maxi-
mo ingreso?

La Constructora Fabela y Asociados ha estimado que
el tiempo para terminar una construccion esta dado por
T(x) = 0.25x>—8x+70, donde x es el nimero de traba-
jadores. Obtén la cantidad necesaria de trabajadores para
terminar la construccién en el menor tiempo posible.

Si la cantidad x demandada semanalmente de cierto vesti-
do esté relacionada con el precio unitario p, en délares,
mediante la ecuacion demanda p = V800—x.

a) ¢Cuéntos vestidos deben fabricarse y venderse por
semana para obtener el maximo ingreso?

b) ¢Cual seria el precio de venta?

c) ¢Cual es el ingreso que se obtendria?

Una empresa produce un articulo que tiene las siguientes
funciones de demanda y costo: p = 72—-0.04q y C =
500+30g.

a) ¢Cuéantas unidades deberan producirse y venderse para
maximizar la utilidad?

b) ¢Cuél seria el precio de venta?
c) ¢Cual es la utilidad que se obtendria?

Una empresa de television por cable tiene 4800 suscrip-
tores que pagan $240 mensuales cada uno. Se estima que
por cada $20 que aumenta la cuota mensual, se pierden
160 suscriptores.

a) ¢Cual debera ser la cuota mensual para maximizar el
ingreso?

b) ¢Cuéantos suscriptores tendria la empresa?
c) ¢Cual es el ingreso que se obtendria?

Se pretende construir una cerca alrededor de un terreno
rectangular de 128,000 pies?, uno de sus lados esta frente
a un acantilado. El costo por pie en el lado del acantilado
es de $1.50 ddlares, y $2.50 en los demas lados.

a) ¢Cuales son las medidas de los lados del rectangulo
gue hacen que el costo total sea minimo?

b) ¢Cual es el costo minimo?

El propietario de un club campestre tiene 50 cabafias de
lujo. Todas las cabafias son ocupadas cuando cobra $2500
por dia, pero si aumenta $850 el precio diario, no se ocu-
pan 4 cabafias. El costo por servicio y mantenimiento de
cada cabafia ocupada es de $350 por dia.

¢Cuéanto debe cobrar por cabafia a fin de maximizar la
utilidad?

Cierta universidad trata de determinar el precio que debe
cobrar por los boletos para los partidos de futbol ameri-
cano. Cuando el precio del boleto es de $20 se venden
70,000 entradas, pero si el precio se incrementa $1 se pier-
den 1000 entradas.

72.

73.

74.

75.

76.

77.

Conjunto de ejercicios 3.1 = 199

a) ¢Qué precio se debe cobrar por boleto con el fin de
maximizar los ingresos?
b) ¢Cuéntas entradas se venderan a ese precio?

Un distribuidor compra pelotas de béisbol a un fabricante
de articulos deportivos. El costo anual por la compra, pose-
sion y mantenimiento del inventario esta dado por medio

de la siguiente funcién C = q2+%4—, donde g es el tamafio

del pedido (en cientos de pelotas) y C indica el costo anual
del inventario (en miles de pesos).

a) Determina el tamafio del pedido g que minimice el
costo anual del inventario.

b) Determina los costos minimos de inventario.

Cierto pais estima que la demanda de automdviles esta
relacionada con el impuesto de exportacion de acuerdo
con la siguiente funcion: Q = 520—20x, donde x es el por-
centaje del impuesto y Q es el nimero de automdviles. Si
los ingresos por exportacion de automéviles estan dados
en miles de pesos:

a) Obtén la funcién de ingreso.

b) ¢Cual debe ser el impuesto de exportacion que pro-
duce el maximo ingreso?

c) ¢Cudl es ese maximo ingreso?

La fabrica de calefactores Calorex determina el precio de
su producto de acuerdo con la funcion: P = 144—0.8x,
donde x es el niumero de calefactores, en cientos de
unidades, y el costo total de produccion de estos calefac-
tores esta dado por C = 12+1.6x? en miles de pesos.

a) ¢Cuéantas unidades debe producir y vender la compafiia
con el fin de maximizar la utilidad?

b) ¢Cual es la maxima utilidad?

La propietaria de un negocio de pasteles caseros sabe que
la demanda esta dada por x = 500—2p, donde x es la can-
tidad de pasteles y p es el precio de cada uno de ellos.

a) ¢Cudl es el precio al que se debe vender cada pastel
para obtener un ingreso maximo?

b) ¢Cuél es ese ingreso maximo?

El costo unitario, en pesos, de fabricar un articulo esta

dado por la siguiente funcion: C = 500+¥+%x2, donde

x son los cientos de unidades producidas.

a) Determina cuantas unidades se deben producir para
que el costo sea minimo.

b) ¢Cual es ese costo minimo?

El duefio de un negocio de elotes desea incrementar sus
utilidades. Sus costos e ingresos semanales, en pesos, estan
dados por las siguientes funciones:

C =6x+1200 e | = 15x—3x2—x3 donde x representa los
elotes vendidos, en miles.

¢ Cuantos elotes tiene que vender a la semana para que su
utilidad sea méxima?
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78.

79.

3.2 CONCAVIDAD Y PUNTOS DE INFLEXION

Una compafiia exportadora estima que los costos de em-
barque y de almacenamiento de su producto estan dados

288,000
X

por la siguiente funcién: C = +0.2x + 300, donde x

son las unidades almacenadas.
¢Cuantas unidades debe almacenar para que sus costos sean
minimos?

El propietario de una escuela particular de secretarias bilin-
guies, cuyo cupo es de 500 estudiantes, actualmente tiene ins-
critas a 250 alumnas, pagando una colegiatura de $6000.
Estudios realizados detectaron que por cada disminucion
de $150 en la colegiatura se incrementa en 10 el nimero de
alumnas inscritas.

a) ¢Cual debe ser el costo de la colegiatura para que el in-
greso sea maximo?

80.

b) ¢Cuantas alumnas deben estar inscritas para que el in-
greso sea maximo?

¢) ¢Cual seria el ingreso maximo?

Una compafiia de consultoria est4 disefiando un software
para sus clientes, cuanto mas se trabaje en él, méas valor ten-
dr4; sin embargo, se demorat dias en salir al mercado y se es-
tima que el precio es p = 100+20t; por otra parte, cuanto
mas se demore en salir al mercado menos ventas tendra (de-
bido a la competencia), de modo que si se demorat dias po-
drian venderse g = 100025t paquetes de software.
¢Cuantos dias podra demorarse en salir a la venta el soft-
ware para obtener un ingreso maximo?

La concavidad nos proporciona informacién acerca de la forma en que la grafica de una
funcidn se flexiona, es decir, se vuelve curva.

Si trazamos rectas tangentes a una gréafica y ésta se encuentra siempre por arri-
ba de las rectas tangentes, se dice que la grafica es concava hacia arriba.

\¥

Funcion concava hacia arriba y creciente

Funcién concava hacia arriba y decreciente

Observa que decir que la funcién es concava hacia arriba, no implica que la fun-

cion sea creciente.

De manera similar, si trazamos rectas tangentes a una grafica y ésta se encuentra
siempre por abajo de las rectas tangentes, se dice que la grafica es concava hacia abajo.

—_

\

Funcién céncava hacia abajo

y decreciente

L —

Funcién concava hacia
abajo y creciente

De nuevo, decir que la funcién es cédncava hacia abajo, no implica que ésta sea decre-

ciente.

Qué informacion nos da la concavidad de una funcién acerca de su razén de cambio

Conocer la concavidad es importante, pues nos indica como cambia la funcién, si lo hace
répida o lentamente; esto es de gran utilidad sobre todo cuando la funcion representa
una situacion de la vida real, por ejemplo, una poblacion, la demanda de un articulo etc.

El siguiente analisis grafico muestra como es la concavidad de una funcién de
acuerdo a como se comporta su cambio promedio.
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En una funcion Creciente
> Si el cambio promedio es creciente = la grafica de la funcién es concava hacia
arriba

8y f()

==
=
N
w
~
[&]
o
~
[e)
©

10

Observa en la grafica como el “escalén” se hace cada vez méas grande, el escalon repre-

senta el cambio de un punto a otro en la funcion; por eso se dice que la funcién crece

rapido

> Si el cambio promedio es decreciente = la grafica de la funcién es cdncava hacia
abajo

gY (%)

6

4

2

0 X
0 1 2 3 2 5 6 7 3 9 10

Observa en la grafica como el “escalon” se hace cada vez méas pequefio, el escalon re-
presenta el cambio de un punto a otro en la funcién; por eso se dice que la funcién
crece lento o despacio

En una funcién Decreciente
> Si el cambio promedio es decreciente = la grafica de la funcién es concava hacia
abajo

8y

()

[}

N

0
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

-2

Observa en la grafica como el “escalén” se hace cada vez mas grande, el escalon repre-
senta el cambio de un punto a otro en la funcion; por eso se dice que la funcién decrece
rapido
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EJEMPLO

> Si el cambio promedio es decreciente = la grafica de la funcién es concava hacia
arriba

9

0
0

-2

Observa en la grafica como el “escalon” se hace cada vez mas pequefio, el escalén re-
presenta el cambio de un punto a otro en la funcidn; por eso se dice que la funcion
decrece lento o despacio

La siguiente informacion muestra la tabla de amortizacion para el financiamiento de
una camioneta Voyager modelo 2000, en un trato directo con la agencia Chrysler
Country a un plazo de 2 afios, efectuado en febrero de 2000. Datos reales solicitados en
la agencia mencionada.

Observa que las mensualidades son una cantidad fija. Por lo general, en una
transaccion de este tipo, de la mensualidad pagada, una parte se destina a capital y la
otra a interés. La situaciobn mencionada se presenta en este caso. Observa como al
sumar CAPITAL + INTERES se obtiene la cantidad MENSUAL pagada.

VALOR CHRYSLER

TABLA D E AMORTI1ZACION TASA DE INTERES: 18.00

MES NETO A FIN. CAPITAL INTERES MENSUAL
E IVA

1 147,204.93 5,003.26 2,539.29 7,542 .55
2 142,201.93 5,089.57 2,452.98 7,542.55
3 137,112.10 SE7 72317 2,365.18 7,542.55
4  131,934.73 5,266.68 2,275.87 7,542 .55
5 126,668.05 5,357.53 2,185.02 7,542.55
6 121,310.52 5,449.94 2,092.61 7,542.55
7 115,860.58 5,543.95 1,998.60 7,542 .55
8 110,316.63 5,639.59 1,902.96 7,542.55
9 104,677.04 5,736.87 1,805.68 7,542.55
10 98,940.17 5,835.83 1,706.72 7,542 .55
11 93,104.34 5,936.50 1,605.05 7,542.55
12 87,167.84 6,038.90 1,503.65 7,542.55
13 81,128.94 6,143.08 1,399.47 7,542.55
14 74,985.86 6,249.04 1,293.51 7,542.55
15 68,736.82 6,356.84 1,185.71 7,542 .55
16 62,379.98 6,466.50 1,076.05 7,542.55
17 55,913.48 6,578.04 964.51 7,542.55
18 49,335.44 6,691.51 851.04 7,542 .55
19 42,643.93 6,806.94 735.61 7,542.55
20 35,836.99 6,924.36 618.19 7,542.55
21 28,912.63 7,043.81 498.74 7,542 .55
22 21,868.82 7,165.31 377.24 7,542.55
23 14,703.51 7,288.91 253.64 7,542.55
24 7,414.60 7,414.60 127.95 7,542 .55
147,204.93 33,816.27 181,021.20
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a) Dibuja la grafica para la cantidad de dinero mensual asignada a capital.

Lo primero que debemos hacer es identificar qué tipo de funcion es. Si
se trata de una exponencial, debe tener un factor de cambio constante. Com-
probémoslo dividiendo los términos:

segundo _ 5089.57
primero ~ 5003.26

tercero  5177.37
segundo  5089.57

cuarto _ 5266.68
tercero =~ 5177.37

=1.0172

=1.0172

= 1.0172,y asi sucesivamente;

término 24 ~ 7414.60
término 23 = 7288.91

=1.0172

Hasta la cuarta cifra decimal podemos decir que la funcién se ajusta a un
modelo exponencial, ya que al dividir los términos siempre obtenemos el mismo
resultado, es decir, la funcidn tiene un factor de cambio constante.

La gréfica debe ser una curva creciente, pues los valores de capital aumentan;
para determinar la concavidad, determinamos el cambio promedio de un mes a
otro, recuerda que éste se obtiene restando los términos.

5089.57 —5003.26

Cambio promedio en los dos primeros meses M = — - - 86.31

5177.37 —5089.57
Cambio promedio en el segundo y tercer mes m = B e— =87.8

5266.68 —5177.37
m=———

Cambio promedio en el tercer y cuarto mes 13 =89.31
Cambio promedio en el cuarto y quintomes m= w =90.85
Y asi sucesivamente.

. . 7414.60 — 7288.91
Cambio promedio en el mes 23y 24 m = =125.69

24 —23

Observa que el cambio promedio aumenta, por lo que la concavidad debe
ser hacia arriba. Por lo tanto, la gréafica de la funcién es una curva creciente con-
cava hacia arriba

iDibujalal

8000

6000

4000

2000

-5 0 5 10 15 20 25

Sabemos que, en general, las graficas no son exclusivamente concavas hacia arriba o
hacia abajo, el siguiente ejemplo es una muestra de ello.
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iA REFLEXIONAR!

DEFINICION

La gréafica que presentamos a continuacién muestra el porcentaje de participacion de
la mujer, con edades entre 25 y 54 afios, en la fuerza laboral, como una funcién del
tiempo, medido en décadas, desde 1953 hasta el afio 2003. (Fuente: Adaptado del articulo
“The New Gender Gap”, revista BusinessWeek, 26 de mayo 2003, p. 79).
Porcentaje de
participacion
80
70
60
50
40
30
20
10

} } } } } Tiempo
1953 1963 1973 1983 1993 2003

El porcentaje de participacion de la mujer en la fuerza laboral esta ;aumentan-
do o disminuyendo? ¢Por qué?
¢Como es la concavidad de la grafica entre 1953 y 1973? ,
&Y entre 1983 y 20037

Como podemos observar, aunque la grafica siempre es creciente, entre 1953y 1963
el incremento es pequefio; sin embargo, a medida que transcurren los afios aumenta con
rapidez; de hecho, entre 1973 y 1983 se presentd el crecimiento mas rapido en el por-
centaje de participacion, y es precisamente entre esos afios que la grafica cambia de con-
cavidad, ya que en las décadas siguientes aunque el porcentaje de participacion de la
mujer en la fuerza laboral continué incrementandose, lo hizo con menor rapidez.

El valor de t en el que cambia la concavidad puede interpretarse como el valor
de participacion decreciente, lo cual no implica que la participacion de la mujer en la
fuerza laboral disminuya, sino que aumenta menos rapido.

En matematicas, a los puntos en los que la concavidad cambia se les llama pun-
tos de inflexion. A continuacion damos la definicion formal.

PUNTO DE INFLEXION

Se dice que una funcién f tiene un punto de inflexién en x = a, si cumple con las
siguientes condiciones:

1. x = a pertenece al dominio de la funcion.

2. La gréfica de f cambia de concavidad en x = a.

3. Lagréfica de f tiene una recta tangente en el punto (a, f (a)).

Comprueba visualmente que la grafica para el porcentaje de participacion de la
mujer en la fuerza laboral cumple con las tres condiciones anteriores.

80

70 —
60 /

“ 4

40
30
20
10

1953 1963 1973 1983 1993 2003

Observa como en el punto de inflexion la recta tangente corta la gréafica; esto se
debe al cambio de concavidad.
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EJEMPLO 1

Solucidén

EJEMPLO 2

Solucioén

Seccion 3.2 = Concavidad y puntos de inflexion = 205

Estima los valores de x en donde se encuentran los puntos de inflexién de la funcion
dada en la siguiente grafica.

Para encontrar los puntos de inflexion en la grafica de una funcion, basta con observar
en dénde cambia la concavidad; para ello trazamos las rectas tangentes a la curva. En los
puntos en donde la recta tangente corte a la curva, ahi estaran los puntos de inflexion.

Observamos que los puntos de inflexiéon ocurren aproximadamente en x = —0.7,
x=07yenx=16.

-0.7 0

Cabe aclarar que no es suficiente que una grafica cambie de concavidad en un
punto para que éste sea de inflexién, se deben cumplir las tres condiciones. Ademas,
la recta tangente en el punto de inflexién debe ser Unica. A continuacion presentamos
algunas gréficas de funciones en donde la concavidad cambia y, sin embargo, los pun-
tos en donde eso ocurre no se consideran de inflexion.

Justifica por qué las siguientes graficas no tienen puntos de inflexion.

y Y
=f(x
2 Y=/ 3= o)
2
0 X
2 0 2
) 0 x
0 2 4

La gréfica de la funcién y = f(x) es concava hacia abajo a la izquierda de x = 0,y con-
cava hacia arriba a la derecha de x = 0; sin embargo, en x = 0 la funcién no esté defini-
da, lo cual significa que x = 0 no pertenece al dominio de la funcién. Por lo tanto,
aunque la funcién cambia de concavidad en x = 0, éste no es un punto de inflexién.
La grafica de la funcion y = g(x) si est& definidaen x = 1,y en ese valor la gra-
fica cambia de concavidad; sin embargo, no se considera un punto de inflexion, ya que
la recta tangente no es Unica en ese punto. I
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Esta situacion es muy comun en las funciones seccionadas, pero en este texto no estu-
diaremos este tipo de funciones, por lo que en adelante no tendremos que verificar la
tercera condicién de los puntos de inflexion.

Hasta el momento hemos aprendido a localizar puntos de inflexion a partir de
una grafica, ahora veremos la forma de encontrar puntos de inflexién a partir de una
ecuacion.

Coémo localizar los puntos de inflexion a partir de una ecuacion

En la seccion 2.3 aprendimos que la segunda derivada nos da informacion acerca de
la concavidad de una funcién, asi que los valores de x en donde podrian existir puntos
de inflexién pueden obtenerse con la segunda derivada.

Sabemos que si f"(x) es positiva, la grafica de la funcion f(x) es céncava hacia arri-
ba, y que si f”(x) es negativa, la grafica de la funcion f(x) es concava hacia abajo; por
lo tanto, para que la concavidad cambie en un valor de x, es necesario que en ese punto,
la segunda derivada cambie de signo. Entonces, en el punto de inflexion, la segunda de-
rivada debera ser cero, o puede darse el caso de que no exista.

Observa las siguientes graficas. Las graficas 1 y 2, muestran puntos de inflexion
en los que la segunda derivada es cero, mientras que la grafica 3 presenta un punto de
inflexion en el que la segunda derivada no existe.

1" positiva

(a)=0
Fr@=o @+
1" negativa
n negativa
NS " positiva !
) Concaya hacia Céncava hacia
Céncava hacia Céncava hacia ‘7‘”0 ¢ arriba
abajo a arriba
Gréfica 1 Grafica 2
! f " negativa
1" (a) no existe
f " positiva
Céncava hacia Céncava hacia
arriba a abajo
Grafica 3

Sin embargo, debemos tener cuidado, ya que no siempre la grafica de una fun-
cion tiene un punto de inflexion en los valores de x en donde la segunda derivada sea
Cero o no exista.

La forma de obtener los posibles valores de x en donde podrian existir puntos de
inflexién es similar a la de los valores criticos, s6lo que ahora utilizamos la segunda
derivada.
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Posibles valores de x en donde pueden existir puntos de inflexiéon

CONSTRUCCION

Solucién

CONSTRUCCION

Aquellos valores del dominio de la funcion, en los cuales la segunda derivada sea
cero o no exista, representaran los posibles valores de x en donde pueden existir pun-
tos de inflexion.

no existe (Lasegunda derivada no existe en los valores de x en los que el denominador es cero)

£7(x ={ 0 (La segunda derivada es cero en los valores de x en los que el numerador es cero)

Los siguientes ejercicios nos ayudaran a comprobar lo dicho anteriormente. Lo
haremos a partir de funciones muy sencillas cuyas gréficas conocemos.

Utiliza la segunda derivada para obtener los posibles puntos de inflexién para la fun-
cion f(x) = x'/3, luego traza la gréfica de la funcion para determinar si los puntos
obtenidos son o no puntos de inflexion.

Recuerda que los posibles valores de x en donde podrian existir puntos de inflexion
son aquellos valores del dominio de la funcion en los cuales se cumple que:

f7(x) = { 0

no existe

Encuentra f’(x) =

Encuentra f"(x) =

¢En qué valores de x la segunda derivada vale cero? x =

¢En qué valores de x la segunda derivada no existe? x =

¢El valor de x obtenido pertenece al dominio de la funciéon? Es decir, ¢la funcion

existe en ese punto?

En este valor de x puede existir un punto de inflexion.
Ahora traza la gréfica de la funcion f(x) = x*=.
Como se trata de una funcién muy conocida, no necesitamos un graficador.

Dibuja la gréafica:

En el valor obtenido, ¢ existe un punto de inflexion?

¢Por qué?

Utiliza la segunda derivada para obtener los posibles puntos de inflexion para la fun-
cion f(x) = x* luego traza la grafica de la funcion para determinar si los puntos
obtenidos son o no puntos de inflexién.
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Solucion  Encuentraf’(x) =

Encuentra f"(x) =

¢En qué valores de x la segunda derivada vale cero? x =

Como no hay denominador en la segunda derivada, eso significa que los Gnicos
posibles puntos de inflexion son aquellos en los que la segunda derivada es cero.

El valor de x obtenido, ¢pertenece al dominio de la funcion?

En este valor de x puede existir un punto de inflexion.
Ahora traza la grafica de la funcion f(x) = x*.
Como se trata de una funcién muy conocida, no necesitamos un graficador.

Dibuja la gréafica:

En el valor obtenido, ¢ existe un punto de inflexién?

¢Por qué?

De los ejemplos anteriores concluimos que, en efecto, no todo punto en el cual la se-
gunda derivada es cero o no existe es un punto de inflexién en la grafica de la funcién.

En los ejercicios anteriores nos apoyamos en las gréficas de las funciones para
decidir si existia 0 no un punto de inflexion, sin embargo, no siempre podemos graficar
con facilidad.

Qué hacer para determinar los puntos de inflexion
cuando la grafica no es conocida

1. Encontramos los posibles puntos de inflexion.

2. Determinamos el signo de la segunda derivada por la izquierda y la derecha de
cada posible valor de x en donde podria existir un punto de inflexién.

3. Analizamos los signos de la segunda derivada.

Si de izquierda a derecha del posible valor de x en donde podria existir un punto
de inflexién cambia el signo de la segunda derivada, concluimos que si hay un
punto de inflexion.

Si de izquierda a derecha del posible valor de x en donde podria existir un pun-
to de inflexion NO cambia el signo de la segunda derivada, concluimos que NO
hay un punto de inflexion.

EJERCICIO 1 Uitiliza la segunda derivada para determinar los puntos de inflexién de la funcién
f(x) = %xs—l—szx“, y determina los intervalos en los que la funcién es concava hacia

arriba y en los que es cOncava hacia abajo.
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1 Determinamos los posibles valores de x en donde podrian existir puntos de inflexion;
para ello necesitamos obtener la segunda derivada.
La primera derivada de la funcién est4 dada por

! — i 4_& 3
P00 = 50X 1%
y al volverla a derivar obtenemos
f7(x) = x3-5x2

Recuerda que los posibles puntos de inflexion ocurren en aquellos valores de x
gue pertenecen al dominio de la funcién en donde se cumple que f”(x) = 0 o0 f”(x) no
existe.

En este caso la funcién es polinomial, por lo que su dominio son todos los
nameros reales.

¢En qué valores del dominio la segunda derivada es cero?

Al igualar a cero la segunda derivada obtenemos la ecuacion x3—5x2 = 0

Para resolverla extraemos como factor comin a x?, y obtenemos: x>(x—5) = 0

Al igualar cada factor a cero y despejar x de cada uno de ellos nos queda:

De x? = 0 obtenemos que x = 0.
De x—5 = 0 obtenemos que x = 5.

Asique x = 0y x = 5seran los valores de x en donde podrian existir puntos de
inflexion.

¢En que valores del dominio la segunda derivada no existe?

Recuerda que la segunda derivada no existe en los valores de x en donde el de-
nominador es cero, pero como en este caso no hay denominador, los Unicos posibles
valores de x en donde podria existir un punto de inflexidn, seran los valores de x en los
que la segunda derivada sea cero.

2 Determinamos el signo de la segunda derivada por la izquierda y derecha de cada
valor de x en donde es posible que exista un punto de inflexion.
En una recta numérica marcamos los valores de x:

| | .
I I
0 5

Observa que la recta queda dividida en tres intervalos, debemos determinar si el
signo de la segunda derivada es positivo o negativo en cada uno de los intervalos; para
ello escogemos un valor de x dentro del intervalo y lo sustituimos en la segunda de-
rivada (el signo de la segunda derivada sera siempre el mismo para cualquier valor de
X que tomemos dentro de cada intervalo).

Podemos escribir la informacién en una tabla de datos de la siguiente forma:

Sustituir el nGmero | Signo de
Numero seleccionado en la | lasegunda | Conclusion acerca de la
Intervalo |seleccionado | segunda derivada | derivada concavidad de f
(—,0) | Puedeser f'(—-1) = -6 |NEGATIVO| Coéncava hacia abajo
x=-1
(0,5) Puede ser '(1) = -4 NEGATIVO| Codncava hacia abajo
x=1
(5,+%) Puede ser f"(6) = 36 POSITIVO | Céncava hacia arriba
X=06
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Con los resultados obtenidos, la recta numérica queda como:

£7(x) <0 £/(x) < 0 f(x) >0
|

Y

| |
fesconcava hacia 0 fesconcavahacia 5 fesconcava hacia

abajo abajo arriba

3 Analizamos los signos de la segunda derivada.

Observa que de izquierda a derecha del nimero x = 0 la segunda derivada no cam-
bia de signo, por lo que concluimos que x = 0 no es un valor de x en donde exista un
punto de inflexion de la gréfica de la funcion.

De izquierda a derecha de x = 5, la segunda derivada cambia de negativa a po-
sitiva, por lo que concluimos que en el punto donde x = 5 la grafica de la funcién tie-
ne un punto de inflexion.

Si queremos obtener la ordenada y del valor de x, debemos sustituir x = 5 en la
funcion original:

1 5
() = 55 x° =75 X"
al hacerlo nos queda como
f(5) = 2—10(5)5—%(5)4 = —104.166666

Por lo que el punto de inflexién es

(5,—104.166666)

Para obtener los intervalos en los que la funcion es concava hacia arriba y con-
cava hacia abajo basta con observar el resumen de resultados que aparece en la recta
numérica. Entonces concluimos que:

La grafica de f(x) es concava hacia arriba en el intervalo (5, +©).

Como la funcién es concava hacia abajo tanto por la izquierda como por la derecha de
x = 0 podemos concluir que es concava hacia abajo en el intervalo (—, 5).

Podemos comprobar los resultados obtenidos si vemos la gréfica de la funcion

original f(x) = %x5—1—52x4. Si utilizamos un graficador, tenemos que la grafica de la
funcion es:
100%1Y
50
0 X
—-10 =5 0 5 10

50

100

150

200

EJERCICIO 2 Utiliza la segunda derivada para determinar los puntos de inflexién de la funcién

11 . . - . . .
f(x) = ;—§x3, y determina los intervalos en los que la funcién es concava hacia arriba
y en los que es céncava hacia abajo.
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1 Determinamos los posibles valores de x en donde podrian existir puntos de inflexion;
para ello necesitamos obtener la segunda derivada.

La primera derivada de la funcién esté dada por f'(x) = —x~

a derivar obtenemos f "(x) = 2x3—2x, que es igual a f"(x) = %—ZX.

Efectuamos la resta tomando a x® como comdn denominador, y obtenemos:

2—x2,y al volverla

2—2x*
X3

f7(x) =

Recuerda que los posibles valores de x en donde podrian existir puntos de in-
flexion ocurren en aquellos valores de x que pertenecen al dominio de la funcién en
donde se cumple que f”(x) = 0 o f”(x) no existe.

En este caso el dominio de la funcién son todos los ndmeros reales excepto x = 0,
ya que en este valor la funcion no existe.

¢En qué valores del dominio la segunda derivada es cero?

Para encontrar los valores de x que hacen cero la segunda derivada de la funcion,
igualamos el numerador a cero y despejamos X; al hacerlo obtenemos:

Al restar 2 en ambos miembros de la igualdad, nos queda —2x* = —2..

Al dividir ambos miembros de la igualdad por —2 obtenemos x* = 1.

Al extraer raiz cuarta en ambos miembros de la igualdad obtenemos que x = 1
yx = -1

¢En qué valores del dominio la segunda derivada no existe?

Recuerda que la segunda derivada no existe en los valores de x en donde el de-
nominador es cero.

Igualamos a cero el denominador de la segunda derivada y la ecuacién que nos
queda por resolver es: x3 = 0; al extraer raiz cibica en ambos miembros de la ecuacion
obtenemos que x = 0.

Como el cero no pertenece al dominio de la funcién, lo descartamos como pun-
to de inflexion de la funcion.

Entonces tenemos que los Unicos posibles valores de x en donde podrian existir
puntos de inflexion son x = 1y x = —1.

2 Determinamos el signo de la segunda derivada por la izquierda y por la derecha de
cada valor de x en donde podrian existir puntos de inflexién.
En una recta numérica marcamos los valores de x en donde podrian existir pun-
tos de inflexion.

Aunque el cero no es un valor de x en donde podria existir un punto de inflexién de
la funcidn, si lo tomaremos en cuenta para delimitar los intervalos y analizar como es la
concavidad de la funcion en valores anteriores y posteriores a él.

Y

| | |
| | |
-1 0 1

Observa que la recta queda dividida en cuatro intervalos. Debemos determinar
si el signo de la segunda derivada es positivo 0 negativo en cada uno de los intervalos;
para ello seleccionamos un valor de x dentro del intervalo y lo sustituimos en la segunda
derivada (el signo de la segunda derivada sera siempre el mismo para cualquier valor
de x que tomemos dentro de cada intervalo).
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212 < Capitulo 3 = Optimizacion de funciones

Podemos escribir la informacién en una tabla de datos de la siguiente forma:

Sustituir el nimero| Signo de
Numero seleccionado en la | lasegunda | Conclusion acerca de la

Intervalo [seleccionado| segunda derivada | derivada concavidad de f
(o, —1)| Puedeser f"(—2) = 15/4 | POSITIVO | Céncava hacia arriba
X=—2
(=1,0) Puede ser f"(—1/2) = —15 |NEGATIVO| Cobncava hacia abajo
x=—1/2
0,1) Puede ser f"(1/2) = 15 POSITIVO | Céncava hacia arriba
x=1/2

(1,+) Puede ser f"(2) = —15/4 |NEGATIVO| Concava hacia abajo
X =2

Con los resultados obtenidos, la recta numérica queda como:

f7(x) >0 /(x) < 0 £/(x) > 0 f7(x) < 0

| | | -
| | |

fesconcava hacia —1 fesconcava hacia o fescéncava hacia 1 fes concava hacia
arriba abajo arriba abajo

3 Analizamos los signos de la segunda derivada.

Observa que de izquierda a derecha de x = —1 la segunda derivada cambia de
positiva a negativa, por lo que concluimos que es el punto donde x = —1 es un valor
donde existe un punto de inflexion en la gréafica de la funcion.

De izquierda a derecha de x = 1, la segunda derivada cambia de positiva a ne-
gativa, por lo que concluimos que en el punto donde x = 1 la grafica de la funcion tie-
ne un punto de inflexion.

Aungue en x = 0 la segunda derivada cambia de signo, recuerda que no es un valor de x
en donde existe un punto de inflexion, ya que éste no pertenece al dominio de la funcion.

Si queremos obtener la ordenada y de cada uno de los valores de x en donde existe
el punto de inflexién, debemos sustituir x = —1y x = 1 en la funcion original:

f(x) = -

W

x3;
al hacerlo nos quedaria:

f(-1)=-23 y f(1)=2/3
Por lo tanto, los puntos de inflexién son

(—1,-213) y (1, 213)

Para obtener los intervalos en los que la funcion es concava hacia arriba y con-
cava hacia abajo basta con observar el resumen de resultados que aparece en la recta
numérica. Entonces, concluimos que:

La gréafica de f(x) es concava hacia arriba en el intervalo (—o, —1) y (0,1) y es
concava hacia abajo en el intervalo (—1,0) y (1, +).

Podemos comprobar los resultados obtenidos, si vemos la grafica de la funcién

original f(x) = %—%xs. Si utilizamos un graficador, tenemos que la gréafica de la fun-
cion es:
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Seccion 3.2 = Concavidad y puntos de inflexion = 213

iA TRABAJARI!

EJERCICIO 1 uitiliza la segunda derivada para determinar los puntos de inflexion de la funcién, y los in-
tervalos en los que la funcion es concava hacia arriba y en los que es concava hacia abajo.

L e x248x—7
2
Solucion 1 Determina los posibles valores de x en donde podrian existir puntos de inflexién.

() = §x*~3

Encuentraf’(x) =

Encuentra f"(x) =

Plantea y resuelve la ecuacion para determinar los valores de x en los que la se-
gunda derivada vale cero.

Plantea y resuelve la ecuacion para determinar los valores de x en los que la se-
gunda derivada no existe.

¢Los valores de x obtenidos pertenecen al dominio de la funcién?

2 Determina el signo de la segunda derivada por la izquierda y por la derecha de cada
valor de x en donde podrian existir puntos de inflexion.
Dibuja en la recta numérica los posibles valores de x en donde podrian existir
puntos de inflexion.

Y

Completa la informacion de la tabla.

Sustituir el nimero| Signo de
Numero seleccionado en la | lasegunda | Conclusion acerca de la
Intervalo| seleccionado| segunda derivada | derivada concavidad de f
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EJERCICIO 2

Solucién

3 Analiza los signos de la segunda derivada.

Y

Respuesta:
Punto(s) de inflexion:

Concava hacia arriba en:

Céncava hacia abajo en:

f(x) = (x—1)°+4x.

1 Determina los posibles valores de x en donde podrian existir puntos de inflexion.

Encuentra f'(x) =

Encuentra f"(x) =

Plantea y resuelve la ecuacion para determinar los valores de x en los que la se-
gunda derivada vale cero.

Plantea y resuelve la ecuacion para determinar los valores de x en los que la se-
gunda derivada no existe.

Los valores de x obtenidos, ¢pertenecen al dominio de la funcion?

2 Determina el signo de la segunda derivada por la izquierday por la derecha de cada
valor de x en donde podrian existir puntos de inflexion.

Dibuja en la recta numérica los posibles valores de x en donde podrian existir
puntos de inflexién.

Y

Completa la informacion de la tabla.

Sustituir el nimero | Signo de
Numero seleccionado en la | lasegunda | Conclusion acerca de la
Intervalo |seleccionado | segunda derivada | derivada concavidad de f
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EJERCICIO 3
Solucién

Seccion 3.2 < Concavidad y puntos de inflexion = 215

3 Analiza los signos de la segunda derivada.

Y

Respuesta:

Punto(s) de inflexion:

Coéncava hacia arriba en:

Céncava hacia abajo en:

1

— w24 =
f(x)—x+x

1 Determina los posibles valores de x en donde podrian existir puntos de inflexion.

Encuentra f'(x) =

Encuentra f"(x) =

Plantea y resuelve la ecuacion para determinar los valores de x en los que la se-
gunda derivada es cero.

Plantea y resuelve la ecuacion para determinar los valores de x en los que la se-
gunda derivada no existe.

Los valores de x obtenidos, ¢ pertenecen al dominio de la funcion?
2 Determina el signo de la segunda derivada por la izquierda y por la derecha de cada
valor de x en donde podrian existir puntos de inflexion.

Dibuja en la recta numeérica los posibles valores de x en donde podrian existir
puntos de inflexion.

Y

Completa la informacién de la tabla.

Sustituir el nimero | Signo de
Numero seleccionado en la | lasegunda | Conclusion acerca de la
Intervalo |seleccionado | segunda derivada | derivada concavidad de f

www.FreeLibros.me



216 « Capitulo 3 = Optimizacion de funciones

EJERCICIO 4

3 Analiza los signos de la segunda derivada.

Y

Respuesta:

Punto(s) de inflexion:

Concava hacia arriba en:

Céncava hacia abajo en:

f(x) = 2x+3x%®

1 Determina los posibles valores de x en donde podrian existir puntos de inflexion.

Encuentra f'(x) =

Encuentra f"(x) =

Plantea y resuelve la ecuacion para determinar los valores de x en los que la se-
gunda derivada vale cero.

Plantea y resuelve la ecuacion para determinar los valores de x en los que la se-
gunda derivada no existe.

Los valores de x obtenidos, ¢pertenecen al dominio de la funcién?
2 Determina el signo de la segunda derivada por la izquierda y por la derecha de cada
valor de x en donde podrian existir puntos de inflexion.

Dibuja en la recta numérica los posibles valores de x en donde podrian existir
puntos de inflexion.

Y

Completa la informacion de la tabla.

Sustituir el nimero | Signo de
Numero seleccionado en la | la segunda | Conclusion acerca de la
Intervalo [seleccionado | segunda derivada | derivada concavidad de f
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Conjunto de egjercicios 3.2 = 217

3 Analiza los signos de la segunda derivada.

Y

Respuesta:

Punto(s) de inflexion:

Concava hacia arriba en:

Concava hacia abajo en:

En los siguientes ejercicios utiliza la segunda derivada para deter- 19. f(x) = 775)( 34ox—1
minar los puntos de inflexién de la funcion, los intervalos en don- 10 6
de la funcion es concava hacia arriba y en donde es concava hacia 20. f(x) = 6x5—5x*—30x+4

abajo. Dibuja la gréafica de f(x) para comprobar los resultados.

9
21, f(x) = =x®>—2x*+6x—12
L f(x) = X7+ 2x2+2x5 =73

1 1
22. f(x) = Sx*—7=x5+2x+12
2. f(x) = 2x°—12x>+24 () = gx—ggx*+2x
_ 1 5.5 4
3. f(x) = X3—T7x2+16x+8 23. f(x) =3+2x— 20 X + X
4. f(x) =x3—x?+x—1 24, f(x) = 25x*—12x°+2
5 3.2 25 f(x)=—x 6185, 45
5 f(x)= x + 6x 5X°+10 : 5 3
— 2 3 1 4 - = 1 4 2
6. f(X) =4x—27x"+x°+ 3X 26. f(x) = x —3X +3x +1
7. f(X) = x*+12x3—-42x?+24x—12 27, f(x) = %x5—§+%3+x—1
1 19 7 25 5
8. f(x) = 5x*+ % x3—5x2+x+5 —£2y3 2.4
() = 5x* + X =X X 2. () = 2K Ix*-2x £
9. f(x)=x —%x +3x2 3x+1 29. f(x) = x>+5x3+20x
10, f(x) = £x4+ ;x n ;X 30. f(x) = —x 54 25x°+6x—16
11 f(X) = —x*+8x3—24x7+72x—24 3L f(x) = 9x°+40x°—25
12. f(x) = —x*+16x3—96x>—28 32. f(x)= OV VI S NE Y,
20 12 6
— 4 3 2 _
13. f(x) = x"+2x°+6x°+60x—14 33, f(x) =
x2+1
14. f(x) = fx A4 x2— -8
T
15. f(x) = —2x*—20x%+8 X292
B fX) =
16. f(X) = —x*+2x3—24x2—36x+8 X3
1
36. f(X) =x+25
17. f(x) = 2-tye LyarLys x?
3 12 20 s
5 37, £(x) = (2x—4)
18. f(x) = *x —3X 4—16x°

8. f(x) = (x+2)"" -1
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218 « Capitulo 3 = Optimizacion de funciones

39.

40.

41.

42.

f(x) = 6—xY7
£(x) = (x+3f"°
f(x) = (2x—4)"+2

5/3
—X

£(x) = (x+5°~x—8

En los ejercicios 43 a 52 utiliza un graficador para determinar los
puntos de inflexion de la funcion, los intervalos en donde la fun-
cion es concava hacia arriba y en donde es concava hacia abajo.

43.

44,

45,

46.

47.
48.
49.
50.
51
52.

100 = %7

100 = 32
2_

0= 22

f(x) = (x*—3x)"°
f(x) = (x2—4)""
£ = ()"
f(x) = x*V9—x2
f(x) = x*V1—x

f(x) = x +5x%/3

En los siguientes ejercicios realiza lo que se te pide.

53.

La siguiente grafica muestra la tasa de crecimiento de la
poblacion en México en el periodo 1900 a 2000.

3.5 4
3
2.5
2
1.5

1 4
0.5_\
0

—0.5 1900 \./{920 1940 1960 1980 2000
-1

1\

Tasa de crecimiento

a) ¢En qué periodo la razén con que cambia la tasa de
crecimiento es creciente?, ;como es la concavidad en
ese periodo?

b) ¢En qué periodo la razén con que cambia la tasa de
crecimiento es decreciente?, ;como es la concavidad
en ese periodo?

54.

¢) ¢En qué afo la tasa de crecimiento crece mas rapida-
mente? (Punto de tasa de crecimiento decreciente).

d) ¢En qué afio la tasa de crecimiento decrece mas rapi-
damente? (Punto de tasa de crecimiento creciente).

La siguiente grafica muestra el nimero de usuarios de te-
lefonia mavil (millones de personas) en Latinoamérica,
en el periodo 1998 al 2004.

50
4

§ 40 ./—4/‘
2
2 30
[}
©
9 20
c
S
s 10 <

0

1996 1998 2000 2002 2004 2006
[0]

a) ¢En qué periodo la razén con que cambian el nimero
de usuarios de telefonia moévil es creciente?, ;como es
la concavidad en ese periodo?

b) ¢En qué periodo la razén con que cambian el nimero
de usuarios de telefonia movil es decreciente?, ,cémo
es la concavidad en ese periodo?

¢) ¢Enqué afo el nUmero de usuarios de telefonia mévil
crece mas rapidamente? (Punto de nimero de usua-
rios decreciente).

d) ¢Enqué afio el nimero de usuarios de telefonia movil
decrece mas rapidamente? (Punto de nimero de usua-
rios creciente).

55. La siguiente grafica muestra las utilidades de la Floreria

Rosita de enero a diciembre de 2003.

60

50 /

40- -
2 ]
=301 ame
: /

204 \

10

0

E FM AMIJ J A S O N D

a) En el periodo enero-febrero la razon de cambio de las
utilidades. ¢ Es creciente o decreciente? ;Como es la
concavidad en ese periodo?

b) En el periodo mayo-septiembre la razén de cambio de
las utilidades. ¢ Es creciente o decreciente? ¢ COmo es
la concavidad en ese periodo?

www.FreeLibros.me




Respuestas

CAPITULO 1

Conjunto de ejercicios 1.1 1.Noesfuncion 2.Noesfuncion 3.Siesfuncion. Variables discretas 4. Si es fun-
cion. Variables discretas 5. Si es funcion. Variables discretas 6. No es funcion 7. Si es funcion. Variables discretas 8. No es funcién
9. No es funcion 10. Si es funcidn. Variables discretas 11. No es funcién 12. No es funcién 13. Si es funcidn. Variables discretas
14. Si es funcion. Variables discretas  15. Si es funcion. Variable discreta y variable continua 16. Si es funcién. Variables continuas
17. Si es funcion. Variables continuas  18. Si es funcion. Variables discretas  19.a) Noes funcién b) Siesfuncion c¢) No es funcion
d) Siesfuncion e) No es funcion 20. a) Dominio: [2,12) Rango: [0,2) b) Dominio: (=5, 4) Rango: (=4,5) c¢) Dominio:
[-5,5] Rango:[0,5] d) Dominio:[—6, —1) Rango:(—7,3] e) Dominio: (—%,%) Rango:(—=,») f) Dominio:(—2,6] Rango:
(—5,5] 21.a28. Lasrespuestas son variables o requieren una interpretaciéon 29.a) Noesfuncion b) Siesfuncion c¢) Siesfun-
cién d) Noesfuncion e) Siesfuncion

Conjunto de ejercicios 1.2 1.y= f%xf% 2.y = %xf% 3.y =25x+13 4.a) q= f(p) si corresponde
a un modelo lineal b) t = f(r) no corresponde a un modelo lineal c¢) y = f(x) no corresponde a un modelo lineal d) w = f(z)
si corresponde a un modelo lineal 5.a) D = 1.7 + 0.1t b) Enel 2007 6.a) M = 77.6+0.3t b) 80.6% de mortalidad 7.y =

2 4

§x+§ 8.a) m>0yb >0, ecuacibny = 5x+3 b) m<O0yb>0,ecuacibny =7-2x ¢) m=0yb > 0,ecuaciony =9
d) m>0yb <0,ecuaciény = %x—4 e) m<0y b<0, ecuaciony = —2—3x
9. y y v v
X
—0.6

0.3
/ 1 5
X
-3 ~13 —0.07
/ L—1-5/3 /

a) y=—-5x-3 b) 2x =3y =1 c) —5-3y=—x d) y=03+4.3x
\ y 10.a) $1,500 b) $7.50 11.a) V = 800,000 + 40,000t b) Después de 21.27 afios
6 12.50articulos 13.a) V = —TSOP + 627—50 b) 299 visitantes 14.a) C = —0.4p + 1480

b) $1287.50 15.a) Depende de la distancia (km) que va a recorrer b) 76 km 16.
a) 10,000 = 292p + 180a b) 25 pulseras 17. C = 4825 + 5f | =13.50f U = 8.50f
4825 18.8) V = *1%5°t +15200 b)9252meses 19.a) V = 152,000 — 20,520t
x b) $8360 20.a) 8352C+15,796L.=195,000 b) 6 portatiles 21.625cajas 22.a) V =
8 250,000 + 9375t b) $278,125 c) $428,125 23.$1120 24.a) V = 4353.45 + 304.74t
Xy b) $6486.63 25.a) D = 1.43x b) $3531.47 26.a) p = 6%275)( b) 320 articulos
€) 876 ! 27.y = 2x + glg serd paralela a las anteriores gréaficas cortando en 55 €n el ejey
28.a) y = 100x — 4 estard mas pegada al ejeyy cortaen —4 alejey b) y = 0.15x + 4 sera més horizontal pegdndose al eje x y corta
alejeyend 29.a) y= —120x + 20 sera mas vertical pegandose al ejey y locortaen20 b) y = —0.05x — 3 sera mas horizontal,
pegandose maés al eje x y cortando al eje y en —3  30. 1500 unidades

1

Conjunto de ejercicios 1.3 1. k=12n=-3 2 k=7n= 5 3. Noes funcion potencia 4. k =8 n =3
5. k :% n= —% 6. No es funcion potencia 7. y =0.07x®> 8. y=2x? 9, y=4x"° 10.y= %xm 11. P = Kd™! K positiva

219
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220 = Respuestas

12. 1 = KP K positiva, K representa la cantidad vendida 13.$52,500 14.a) C = 0.7p b) El cliente paga $577.50 15.a) k =
213

8 - 0.026625 b) 1.8105kg 16.a) k =90 b) 3.6 semanas c) 12 albafiiles 17.a) 1V b) 1l c)I d) Il 18.a)lll b)IV c)ll d)I

Conjunto de ejercicios 1.4 1.a) Sicorresponde aun modelo exponencial b) No corresponde a un modelo ex-
ponencial ¢) Sicorresponde aun modelo exponencial d) No corresponde a un modelo exponencial 2.a) C = 5003.26(1.01725)"
b) Capital $6038.89 y $1503.65 de interés c) 1.725% 3. a) P = 339282(9.8048)"*° b) 5,251,547 habitantes 4. a) | =

x/4 x/4
12,500(1.2765); b) 69,032.84 millones de dblares 5. y = (3)1’2%) 0 y=17320(0.759835)* 6. y=1.1547(3)” 7.y=3 1?0
x/3
8.y=7 % 9.No 10.c¢c 11. b 12a17. Las respuestas son variables o requieren una interpretacién 18.a) P = b(1.02)"

b) 10.408% del valor inicial 19. El 0.15998% de la cantidad original 20.a) P = 40(0.9996)! b) 39.68 watts c) 333.76 dias

21.a) P =126.4(1.0281)" b) 171.45 millones de habitantes c¢) Enel2010 22.a) O = 150(1.004)° b) 160 unidades 23.a) D =
/2

b(0.9513)" b) 60.698% de la demanda inicial 24.a) N = 25000 % b) 1600 ejemplares 25.a) P = 50,000(0.594)® b) $14,323.78

26. 6 meses 27. 5meses 28. $300,001.20 29. Punto de equilibrio x = 54.8 30y 31. Las respuestas son variables o requieren

unainterpretacion 32. $60,080.01 33. $11,014.78 34. $32,030.94 35. $292,066.93 36. 4.88% 37. 11.86% 38. 10.24% 39.

7.88% 40. 9.41% 41. 13.34% 42. Inversién: $20,000; tasa anual: 4% 43. Inversion: $50,000; tasa anual: 6%

Conjunto de ejercicios 1.5 1. y=31e" 2 P=6e % 3 y=¢"%™ 4 y=350468 ** 5, y=6.0329¢ %
6. y =235 7. ¢ 8 b 9 a 1l1. Lasrespuestas son variables o requieren una interpretacion 12.a) P = 23(1.217744)' b) P =
1.24(0.09255)! 13.a) P = 0.48(10.07442)' b) P = 24(0.7788)! 14.a) V = 184,350e **®' b) $162,688.30 15.a) P = be®®
b) 93.48% mas de la que originalmente habia 16.a) Q = 277e%%%" ) 669 partes por millon  17. Razdn continua del 3.6% cada
hora 18.a) Q =15,000e°®" b) 58,443 unidades 19. $229,583.69 20. $158,446.51 21. $32,852.34 22. $75,754.04 23. 4.8122%
24. 3.3033% 25. $59,871.31 26. $8,714.93 27. Cuando K es positiva la gréfica crece. Entre mayor sea el valor de K, mas rapido sube
lagrafica 28. Cuando K es negativa la grafica decrece. Entre més negativa se haga K, mas rapido decrece la grafica

Conjunto de ejercicios 1.6 1. Notieneinversa 2. Dominio de f*={1, 4,6,8, 12}; rango de f'={-1,0, 1, 1/2, 2}
3. Dominio de f'={58, 800, 1145, 6467, 57282}; rango de f'= {1765, 1880, 1900, 1950, 2000} 4. No tiene inversa 5. Dominio de
f1={79.87,85.17, 87.57, 88.18, 89.05, 91.86}; rango de f'={ene-may (2001), ago-dic (2001), ene-may (2002), ago-dic (2002), ene-may

2s 900
3s—1 P—160
de esta funcion representa el tiempo t en afios que debe pasar para que la ciudad tenga una poblacion P b) No, porque la variable
a despejar estd en el exponente 12.a) La inversa de esta funcion representa las t horas que deben transcurrir para que quede

una cantidad Q de medicamento en lasangre b) No, porque lavariable a despejar esta en el exponente 13.a) p = §(N—60) b) La

(2003), ago-dic (2003)} 6. Notieneinversa 7. p = 8. x=y+1 9. x:%(y2+9> 10. t= —10 11. a) Lainversa

inversa de esta funcion representa los p pesos que se deben invertir en publicidad para vender N unidades de un producto 14. No
tiene inversa  15. Dominio de M' = {M|municipios de Nuevo Leon}; rango de M' = {a\alcaldes de los municipios de Nuevo Ledn}
16. No tiene inversa 17. No tiene inversa 18. Dominio de B~ = {Bl# de boletos de cine} o {0, 1,2, ...}; rango de B'= {p\pesos
para comprar boletos de cine} 0 {0,50,100,...} 19. Dominio de c'= [50, ) donde o significa que no se conoce el costo maximo. Rango

de C™! = [0, %) donde e significa que no se conoce el consumo maximo de electricidad 20.a) U = 729—1200 b) q= %(U+1200)
¢) Cantidad de articulos g que se deben producir para obtener una determinada utilidad de la compafiia 21.a) C = 37380+12q

b) g= % (C—37380) c) Cantidad de libretas que se pueden fabricar a un costo determinado

Conjunto de ejercicios 1.7 1. t=24091 2. x=8 3. t=-05108 4 x=16931 5 t=—04209 6.y=
05594 7.x=033 8 x= —1—12 9. x=-0.3735 10. t=—3.9277 1l.a) V = 25769.89(0.714286)"°2 b) $3.71 12.a) Q =
17.8e7%1 p) 15 horas 13.a) P = 520e**" p) Enel 2011 14.a) U = 125.36(1.032)' b) A los 11 afios 15. 115.52 afios
16. 97.63 dias 17.18.34 dias 18. 3.15 meses 19.a) Razoén continua de 23.105% b) A los 13 meses 20. Razén continua de
2.509% 21. 11.38afios 22. El modelo 2007 23. 5.33afios 24. 8.29afios 25. 11.73afios 26. 6afios 27. 24.85% 28. 20.18%
29. 7.3% 30. 10.98% 31. r =6.93% 32. 4.39 afios

X
« -2

X T Vx+4 y

Conjunto de ejercicios 1.8 1.a) fog=—— b of:5<”*4)c fof= d) gog=5°
J ] ) fog Vo ra ) g ) .. ) gog

VX + 4

(i?* 5> 1 1 (66%*5+5) 2

2.a) fog=2" b) gof = = c) fof=2e d) gog= 4 3.a) fog = Ine* = 2x

1
(293X + 5)2 - 4gbx+ 10 ( 1 >z =X
V2
X
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b) gof=e™ =x* ¢) fof=In(lnx’f d) gog=¢*" 4.a) fog=V{x+1?+3(x+1) = Vil+5x+4 b) gof=\Vxi+3x+1
+1° +1
c) fof= \/(\/x2+3x)2+3\/x2+3x = Vx2+3x+3Vx2+3x d) gog=x+2 5.a) fog= XL )4 (X——)Jrl b) gof=

x—1 X—1
(x + 1)+1
3 1
X2 o) fof=(rx+if+xi+x+2 d) gog =§T=27X=x 6.a) fog=VInI—29—1 b) gof=In1-2Vx—1)
-1
(x — 1)

2.2

2x2
P_ g

2x+

(ax+ x2 X
¢) fof=VVx-1-1 d)gog=In(1-2In(1-2x)) 7.a) fog= gl = e b) gof= gl 4] c) fof= ele
d) gog=e®" 8a)fog=3"% b)gof=@"NF =3 ¢)fof=3""* d)ygog=x® 9 f(x)=Inx g() = Vx
10. f0) = Vx g0 = Inx 11 f(x) =e* 12. f(x) = Inx 13. f(X) = VX g(X) =x*+5 14. f() =x>—-2 g(x) =x+ 1

2
15. g() = x3+ 5 16. g(x) = Vx 17. I(x) = 582%% 18. 1(x) = —xIn(x) 19.a) c(t) = 8192t2 + 64t + 1200 b) 206,320 miles
2

de pesos (0 $206,320,000) 20.a) c(f) = 100+15t+9t> b) $796 21.a) q(t) = (s—m)3+1o b) 438 viviendas 22. a) q(t) =
(4t%+1+65)’—12t2—3t—195 b) 2,834,170 kg

Conjunto de ejercicios 1.9

1 a) 0 b) 5 o) Ry
6 5 7
6
5 4 s
3!
3 2
2 11 i x
1 —— . 3 —e-Xa—2f1lo1 2345
0 x Wz M CERERE W [l
—s—4-3-2-1 Jo1 2 3 4\5 Ll -
f(x) + 2 f(x + 1) 2f(x)
d Y 2. a y
) . )
3 2
2 1
1 0 X
0 5 -4 -3 -2 -1 7’ 1 2 3 \1
Ssfass-2-1 o N2 3 4 b -1
. \_%
f(—x) fO)—1
b) y <) ¥
3.
2 1 1+
0 X I 1 1 0 1 1 1 *
T T T T T T T
-1 12 4 5 6 7 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
71.
-2 14+
1
f(x — 3) )
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d) ¥ 3. a) ¥ b) v
3 _ "
. 0 .
2 -5 =%\ -3 -2 -1 |0 2
_1.
0 X 1 —2
—4 -3 -2 -1 1 2 /3 x
-1 -2 1/ o —37
-2 14 —4
f(—x) —f(x) + 1 f(x +3) — 2
c) 7 d) v
2.
1 L
1.
X 0 X X X 0 X
-2 -1 fo 1 2 - —1 0
_1.
-1
1
—f(4x) 1=
4 a) v b)
2+
1+
0 ) ) ) ) ) X
-1 o 1 2 3 5 6~Z__ 8 910
—14
Al 10
c) y d) Y
11 2
0
, 1
-1 o 1 2
—14+ 0 x
-1 0o 1 2 \3/
_2 L
~1
—f(x—3) f(x — 1) = f(2x — 2)
5. 5 6.
14
0 X
~7-6-5-4-3-2-1101 23 45
14
—10\. -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 2 -1
—1+
—f(—x)—4 —3f(x +5)
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11.

13.

15.

Respuestas » 223

S — N W R W

y 8. y
64
5.
4
3 0 ) " " 5
0 3 6 12 15
1.
0 X
7271101 2 3 =37
f(—2x) + 3 f(—5x +6)
Y
10. |
41 0 / \ %,
0 2 4
-1
31
-2
2 -3
1 —4
s
0 -6
-5 —4 -3 —2 -1 1
—1+ -7
-8
f(—2x—4) + 1 —3f(x—2)—2
y 12.
l.
0 v \
-1 Vl 3 4 \5 6
/l' 30 —27 \24 21 -1/ —15 —12 9 -6 -3
—14
1 1
~1f(~x + 5) 1+2f (L +9)
11y 14. 3 y
10
o 2
8 1
7 0
6 —25 =2 —1 o
5 -1
4
3 -2
'e- —
0 X -4
-1 Jor234567% -5
5— 3f(—x + 4) —15f(—2x)—2
y
4..
3..
Y
!
n n n n 0 N
—14 —13 —12 =11 —10 -9 -8 -7 —6 -5 —4 -2 -1 |o 1
—14

1 1
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224 - Respuestas

16. 5

—2f(3—3x)+4

17. a) Primero se refleja sobre el eje y y después se desplaza 5 unidades a la izquierda b) Se encoge horizontalmente a la tercera
parte y después se encoge verticalmente a la mitad c) Primero se desplaza 8 unidades a la izquierda, después se invierte vertical-
mente (refleja sobre el eje x) y por Gltimo baja 4 unidades 18. a) Se desplaza 5 unidades a la izquierda y después se encoge verti-
calmente un factor de % b) Se encoge horizontalmente la tercera parte y después sube 2 unidades c) Se desplaza 4 unidades a la
derecha, luego estira verticalmente 5 veces y por ltimo se invierte verticalmente (refleja sobre el eje x) 19. a) Se estira horizon-
talmente al doble y luego se estira verticalmente 4 veces b) Se desplaza 4 unidades a la izquierda y luego se invierte verticalmente
(refleja sobre el eje x) ¢) Se invierte horizontalmente (se refleja sobre el eje y), luego se encoge horizontalmente la tercera parte
y, por ultimo, sube 6 unidades  20. a) Se estira horizontalmente 4 veces y luego se estira verticalmente 3 veces b) Se desplaza 1 unidad
alaizquierday luego se invierte verticalmente (refleja sobre el eje x)  ¢) Se invierte horizontalmente (se refleja sobre el eje y), se re-
duce a la mitad horizontalmente y por ultimo sube 5 unidades 21. Primero se necesita desplazar 5 unidades a la derecha, luego se
invierte verticalmente (refleja sobre el eje x) y por dltimo subirla 4 unidades 22. Primero se desplaza 5 unidades a la izquierda, se
estira verticalmente al doble y por Gltimo se baja una unidad

Conjunto de ejercicios 1.10 1.i)a) 6 b) Negativo c) 2 raices dobles, 2 raices simples d) x — +», y —
—®, X— —o, y— —x ji)a) 7 b) Negativo c) 1 raiztriple, 1 raiz doble, 2 raices simples d) X — +®, y — —©, X— —ox,
y— +o iii)a) 4 b) Positivo c) 1raiztriple, 1raizsimple d) x— 4+, y— +0, X— —x, y— 4+ 2.i)a) 5 b) Negativo
¢) 1raiztriple, 2 raices simples d) x— +o, y— —» x— —w, y— +0 ii)a) 6 b) Positivo c) 2 raices dobles, 2 raices simples
d) Xx— +oo, y— +oo, x— —oo, y— +oo iii)a) 6 b) Negativo c) 1raiztriple, 1 raiz doble, 1 raizsimple d) x— +o, y— —ox,
X—> —00, Y — —o0,

3. Grado 5, coeficiente principal —8, una 4. Grado 4, coeficiente principal 5, una 5. Grado 4, coeficiente principal 2, una
posible gréafica seria la que tenga 4 vueltas posible gréafica seria la que tenga 3 vuel- posible gréafica serfa la que tenga 3 vuel-
y que empiece arriba. tas y que empiece arriba. tas y que empiece arriba.

Y y y

U

6. Grado 7, coeficiente principal —9,una 7. 8.

posible gréfica seria la que tenga 6 vuel-

tas y que empiece arriba. Y Y

y
X
-3 0 2
125
/\ /\ x ~1 o 5
\/ \/ —162
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9. ¥ 10. y 11 y
48 ¥ ¥
0 7 -+ 0/2
x
—4 -3 0 2
—256

12. \ y / 13. ‘y 14. v
216
X
—3- 0 3
X
N—
x ! 2
0 3
22430
15. y 16. v
X
S — X
\ R ’ -2 \/ 2
73

17. v 18. \ 5

19. y =Kk(x+ 2)(x —2)(x —6) conk <0 20. y = k(X)(x —4)(x —7)conk >0 21. y=Kk(x + 3)’(x —4)2conk >0 22. y=
k(x + 1)°(x —5)conk <0 23. y=0.1875(x + 2)’(x — 1)(x — 3) 24. y = 0.0625(x + 1)*(x — 3)° 25. y = —0.01777 (x + 3)(x — 1)
(x—3)(x—5)? 26.y = —0.0085034(x + 2)2(x — 3)(x — 7)? 27. y = —0.04(x — 2)(x — 6)(x?)(x — 4)? 28. y = 0.00042328 (x + 4)
(x — 8)%(x)® 29. 500 CDs; utilidad maxima de $13,750 30. 2 horas 31. 1500 unidades 32. 4 pisos

Conjunto de ejercicios 1.11

3. Asintota vertical: x = —4  Asintota
horizontal:y = 0

2. Asintota vertical: x =5 Asintota
horizontal:y =0 Hueco:x = 4

1. Asintota vertical: x = —2 Asintota
horizontal:y =1 Hueco:x = 2

I y ¥y [ y
‘ 4 4 I 4
I 3 | 3
3
| 2 | 2
| 2 I
1 1
e e o e 0 I N 0 X
. 1,0 O F3-2-1 0T 4 56 78 910 P87 -6-5H-3-2-1 101 2 3 4
-5-4 -3 12 -} |o 2 3 4 |
1 -2 -2
! _3 : 3
—4 —4
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5. Asintota vertical: No hay Asintota
horizontal: No hay Hueco:x = —1

6. Asintota vertical: No hay Asintota
horizontal: No hay Hueco:x =2yx =3

4. Asintota vertical: x =0,x =1
Asintota horizontal:y = 0

y v y
o 3 4
: 21 3
I 14
1 0 X
I + "
| —2-1 {0 1 3 4 )
| —11 0
X -2 -3 -2 -1 1
| -1
-3
I
500) 41 —2
! —5 1 =3
7. Asintota vertical: No hay 8. Asintota vertical: x = —7/2
Asintota horizontal:y = 3 Asintota horizontal:y = 1/2
¥ ' ¥
I 4
——————————— |- — — — — — — — — — — — 4 | 3
I 2
21 | 1
= - - - --—9F--=-=-=
It —8-7-6-5-4-3 271 |01 2 3 4
. . . . . ~0 : . . . . R I -2
-6 -5 -4 -3 -2 -1 o 1 2 3 4 5 6 I 3
~114 ! —4
9. Asintota vertical: x = 0 10. Asintota vertical: No hay
Asintota horizontal: No hay Asintota horizontal: No hay
v y

4
3.
2+
ol x

—5—4 — -1101 2 3 4

01 23

\
<
(3]
gy
— O —= N W ks N
| [
B W N

CAPITULO 2

Conjunto de ejercicios 2.1 1. P'gyq ~ 110 alumnos graduados/semestre 2. M';5 =~ 23.02 pesos/mes 3. P'gs =

0.275%/afo 4. E'gg = % 5. D’g =~ 3398 divorciados/aiio 6. V' (03 = 1295.5 millones de dolares/afio 7. 1’5405 = 63.5 millones
de dolares/afio 8. P’y = —1.75 miles de dolares/tonelada  mes 9. PIB’(1455) = 64 millones de dolares/afio  10. P, =

0.091 miles de unidades/mes 11. V’(6) = —5.8468 . El valor del automévil disminuye con una rapidez de 5846.80 pesos/afio 12.
C’(3) = 1530. El costo total de produccion aumenta con una rapidez de 1530 pesos/mil unidades 13. S’(2.5) = 25.005 . La velo-
cidad de la cubeta a los 2.5 seg fue de 25.005 m/seg 14. h’(45) = 181. La velocidad del globo a los 45 seg fue de 181 pies/seg
15. g'(5) = 0.3465. La demanda crece 346.5 unidades/mes 16. S’(5) = 342.67. El saldo aumenta con una rapidez de 342.67 pesos
/afio  17. 1'(100) = 200.0010. El ingreso aumenta a una razén de 200,001 pesos/pdliza 18. P'(7) = 444.24. La poblacién crece
a una rapidez de 444 bacterias/dia. 19. U’(9) = —212.955. La utilidad estd disminuyendo con una rapidez de 212.95 pesos/cien
unidades 20. C'(5) = 0.749875. El costo mensual crece a una rapidez de 749.875 pesos/cien marcos 21. f'(—2) = —8.3645 22.
f'(7)=2.0794 23. f'(1)=4 24.f'(1)~1 25. f'(4)~13.55056 26. f'(1/2) ~0.43502 27. f'(2) ~0.41612 28. f'(0) ~5.4931
29. f'(5) = 0.23 30. f'(2) = —-1.2

Conjunto de ejercicios 2.2 1. Mygente =26 2. Mungente = 1.137 3. Mengenre = 1.0986 4. Mygngenee = —2.25
5. Mingente = 0.494  6.2) Myngene = —0.075 D) Miygngene = 0.06  7.8) Migngenie = 0.385 b) En 1980, el total de viviendas habitadas
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en México estaba creciendo con una rapidez de 385,000 viviendas/afio 8. a) Mngene = 0.035

de la poblacidn estaba aumentando con una rapidez de 0.035% por afio.

Conjunto de ejercicios 2.3

1.

10.

12.

Respuestas « 227

b) En 1950, el crecimiento relativo

www.FreeLibros.me

Ny 2. v 3. y
[
S
S
) 2 =
S . )
Ky 5. 1 y 6. i
| |
| |
| [ | ')
_y * I
S') : ! x
| o.§1
| |
x | |
| |
y 8. y y 9. Ay f y
x)
S )
' 1@
_.1 x
1| f0.796 . .
: L > > 16
1.667 1.667 1 .
I X
.1 >
Ny Ny 11. Ny Ay
/e 7' /) 7'
—1.41 : x
x v \I_/ 141 /
..-/1 > 0.3679 ~141 1.41
0.3679
Ay 1 Ay T 13. Ny y
| |
| () | f'(x)
X
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| |
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14.

16.

18.

19.

20.

21.

hy

15.

y Ny Ny
f,
S f(x)
K
. . -25 x
- ' -75 | /
27183 4.48 |
448 X X s
27183 ! /
v 4 ¥y 17. ‘y
Ve .
/! /" 4
X
X x 1
) 2 g x’
by y
y=1"x)
y=1'x
P X
TN {7 5
B \/3'5 645\
Ky Ky
yerw Y=
/N x
—1 0.5 x
—-0.25 1.75 g
y Ny
y=r'® y=1w

IS

y=1"x)

A\

X

1.5 \3.25
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22.a) fcreceen (-, —2) U (—2,1) b) fdecreceen (1,©) c) fescdncava haciaarribaen (—2,0) d) fescéncava hacia abajo
en (—o, —2) U (0,) e) ftienemaximoenx =1, fnotiene minimo 23.a) fcreceen (-, —2)U (—2,5) U (5,%) b) fnunca
decrece c) fesconcava hacia arriba en (—2,1.5) U (5,%) d) fesconcava hacia abajo en (—«, —2) U (1.5,5) e) ftiene maxi-
mos ni minimos  24.a) fcreceen (—5,1) b) fdecreceen (-, —5) U (1,5) U (5,°) c) fesconcava haciaarribaen (-, —3) U
(2.5,5) d) fescdncava hacia abajoen (—3,2.5) U (5,) e) ftieneméximoenx =1, ftieneminimoenx = -5 25.a) fcrece
en (—«,4) b) fdecreceen (4,) c¢) fesconcavahaciaarribaen (—«,4)U (4,) d) fnuncaesconcava haciaabajo e) fnunca
tiene maximos ni minimos  26.a) fcrece en (—«,0) b) fdecreceen (0,%) c¢) fnuncaesconcava haciaarriba d) fescéncava ha-
ciaabajo en (—«, ) e) ftiene maximoenx =0, fno tiene minimo

27. El resultado significa que si se aumen- 28. El resultado significa que a medida 29. El resultado significa que cuando el
tan los gastos de publicidad, las ventas gue pasan los dias la cantidad de conta- precio aumenta la cantidad demandada
aumentan rapidamente. giados aumenta mas lentamente. de productos decrece lentamente.
Inversion en y Enfermos Y Demanda | ¥
publicidad contagiados
X
¥ >
Tiempo x
. dias
Tiempo (dias) Precio

30. El resultado significa que a medida Conjunto de ejercicios 2.4 1.y =0 2 y =5 3. f'()=1
gue va aumentando el nimero de traba- ) 1 ) . ) § ) 73 ) , 1
jadores las utilidades van aumentando 4 F'(0 =7 S f'(=¢e 6. y'=3In3 7.y’ =-2x" 8 h'(z)=1 9 h'(w) =1,

hasta una utilidad maxima, si se sigue au- 1, q/(z) =& 11. /=(l)x|n 12) 12.v' =0 13. f(N=1 14 g0 == 15. h'(w) = e"
mentando la cantidad de trabajadores las o) =2 (12) Y © g y W)

’ X ’ ’ ’ 2
utilidades disminuyen. 16. f'(x) = (1.6)*In(1.6) 17. g'(z) =0 18. h'(r) = 3/2r'? 19. f'(x) = — BT
’ = 1 ’ = ’ = ’ P S ’ P

— 20 () =z95 2L g0)=0 22 (=0 23 h'(9)=(n@1)yIn(ind1) 24 h'(z)
(VE7] In(V3T) 25 100 = —5—2Vx 26, h'(x) = 3(xIn3)+2x 27,y = 5e*
. Inx—1 Y S , 1 . , 1+(1/2)Inx
By =gz DY = g 30 W =5x Pewing 3L f (x)=JX—ML

L1 , 3 . 1-2xIn2 , 1, ,
32y = 2% 33y = By 3.y = Toxipx 35. f'(x) = ;—ZX 336 h'(x) =
Num. de 5 1

trabajadores e* X75/3*§X78/3 37. y' = (16)" ;+(|nX)(|I"I 16)| 38. f'(t) =6.8(2.3)'In2.3 39. f'(x) = (1.8)

t _at_ 3aX_
2. g ) =3y % a1 1) =222 s gy) = 2—§+2|ny 43, fr = el

¢ (x+1)?
. 10+2xe*—5Inx—e* L , _ X{2x* +5) ,_5( 09, 355 o
4. y' = o3 45. y' = 2(In3)(In2) + 4 46. y' = —(x3 1y 47.y" =35 7 X o1 48 F(x) =
3<eX + 1)
5 5 ., 4 12 1) — 1045 4_p13_oas2 b X gy — X (x=xIn2-1) rg) —
6x® ~ E T 3B T @ 49. f'(t) = 18t>+60t*—4t°—21t“+1 50. y' = @+ Inx)? 51. h'(x) = X2 52. g'(x) =
201 _
~2 D HInx(- 154 7X7) 53 () = S sxer2sxe 54 wi() = TN 65 g = 195(23) In2.3— 5
. —3x°—18x+129 . —1-Inx , 11 , 1 ,
56. y :m 57.y = ex 58. y' = — X 3259, f'(x) = (1.28)X(xIn(l.28)+1)+e"(;+lnx) 60. g'(x) =
e’—5x°In2
X

3 2 2
Conjunto de ejercicios 2.5 1. h’(t):ﬁ 2 (0=t 3 900 =M 4 g =e Ut

Inx 2 3 — !
5. () = EP2L gy = UDCHZOVOCEBCS 7 i gesed gy —ins 9y = (xIn1259)(1259° 10y = g

6x°+4
Vx X + e 4vm In 4 —BeX—5 414y

11. f/(x) = -& 12. f'(X) = ————= 13. f'(x) = 4. 9'X) = — 15. g'(x) =
( ) 3\3/)(—2 ( ) 5(ex — 872><)4/5 ( ) 2; 7X +8 g ( ) 2 (ex T+ X)3 g ( ) X5+7X2
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X

(e(m) )(1 —x3)

(3)(In3)(Inx—1) 1 (0.032)V*~51n 0.032
16.y' = , 17.y' = 18y =-= 10y = 20. y' = e™(Inx + 1
y (Inx)? y @+ 1)° y X y Nt y' =e™(Inx + 1)
Vay?
B Lo 12y  3e%-10e* L X2 N 1 Ee2aX
21,y =6xX%In(x + 3) + x+3 22. 9'(y) = W 23. f'(x) = 7( 5P 24 y'= Vi1 X+ 25. g'(x) = 15x°e
: . - 3 3VXIn3V/BX: — e 4xeVx
26, h'() = (2x€)(6 )~ (€)(6 In6) 27. /() = =—2CBD 5 () = T e ge=2t
AV'S 2V/X VB —e) 3\x%+x
(2 + 23)[2In(xM2 + 2x%)—1] (1 . 6
30. R'(x) = 22 12| 31y = (2x + 23eX 32, X4 IX = 8 33 yr=
) [N + 21 2X X v = ) Y e Vi Y
e e @) 4+ 36x)0¢ — 2%)° , (o2 s )
48.76x—24.38)In (1.76)(1.76)" "™ 34. h’'(X) =2x(52*) 35. r'(X) =71 36. f'(X) = ———2—"2+{9%* — 6 X’ — 2X[|2x + 9’
8x 3len(4x 2+3) g In3. 5y X
37. g'(X) = - 38. h'(x) = 8 - 32(3x%In8+7%) 39. h'(x) = % ~X(30x* — 3x? 40. /(X
9'(x) @ + 3" o x) ( 2) ) ( ) - < 1)3/2 ) =

X e—. 3t
€ /X + 1 Ly = . 99X L ax h’ _ 7
8" (e*In8) + 5, 41. y'=72eIn2(8-2>) (27) 42. h'(t) NG+ 1)@ D) 3. f'(x) = 7XIn(7)InV2x—4 44. h'(x) =

( ? 2 2

(2xwxmler— 8 5 f1(x Bl TS TSR RNSURNIE W - RS | I S ;
3 6x+8 ly>+yf 1-x 3| (Voerviers |
[12x+3—xz] 48. h'(x) = VInV7x—x + 21 1 49. g'(x) = 28°¢ (2x — x?)e *In(28) 50. h'(x) =

VX +8 (4252 — 6)VIn?V/7x3—x

8 27x3 dy3yg)” spg | _(x-2 ) (90x°—10) +6x2

X2 5 gy o B x +8)1/5 é—(ﬁ_%\ @x'— 722 — B4 x) 52y = X

b — 1 (24—4x2] / [(13x —2x)°+2x ]

<x5 - l)(9x4 +1)

In3 4 (0.523)V*¥XIn(0.523) (3x2 — 1)e*
53, y' =3V 1 ['””(X 24 | } 54. y’=M+16x3(X“+6)3ln\/4 X1 55y’ = N -

x+1?* " 2xVInx 4x+2

- x3—x , —3/7 , 1 ot _5/. eVx-1 L
2e (0529 86, y' = 3(In(70-6%) ( 2In6(62x)> 57. y' = —(e T +InV—1) (3\/W+2x 2) 58, y' =

_ 184
—8(e4+In(2.43)) *In(e2*+In(2.43) 59. v =e*4'"xa(\/;> 60. y' == +22 424 [10X(E + 2x) (<2 — 1)+
(x+1)(x—1) (-1
14x + 63)(x* — 10X __
B —1)(x*+2)(5x*+2) —4x(x>+2)(*+2x)] 6L y' = VXi—10x [( 502 1(9)4/5 ) 2 10)\7x2+9x} 62. y' =
1.1

3x _ VIR ol TRy V=Y 65 y= 3*In3 yo Y X

VIFae@xt-e)”  2@ad-o)® T T 42 5,0 L yEE I T X oy
X y2
o ,_4%In4+2x y” =x5"(In5)* +2(5* In 5) g, ¥ =3F2Inx - vy’ =r*(In7)? — m(m—1)x* 2
Y= 68 . .
PINAE 54 (n5) + 3(5* In5)’ yr=2 y” =n*(Inx)° —a(z—1)(z—2)x"
X
- y’=—4(x+1)"° 7 y” =x%e* + 4xe* + 2e* + 6e? x
y” =12(x+1)"* y” =x%e* + 6xe* + 6e* + 6e2
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Conjunto de ejercicios 2.6

1. Laecuacion de la recta Ny 2. Laecuacion de la recta Ky
tangente es: tangente es:y = x
2 4
y=-——"x——+V5
V5 V5
! x
I
: N i 0
Y \\
3. La ecuacion de la v 4. Laecuacionde la y
recta tangente es: recta tangente es:
y=In2x —In2 + 1 __2.,.5
y = 3(-Z‘X + 39 et —I
I
I
I
| X
x 1
P
L 1
5. La ecuacion de la recta tangente es: 6. Laecuacion de la recta tangente es:
_ 1+In2 1 _ 1 _
y = 2In2)y? (x 2)+72In2 y = 3x+1 In3
Ny y

N

0.7213

—In3

7. Laecuacion de la recta tangente es:y = 1_16X + % 8. La ecuacion de la recta tangente es:y = —e®x+e® 9. La ecuacion de la

recta tangente es:y = (In3—3)x+3 10. La ecuacién de la recta tangente es: g(y) = 2 11. La ecuacién de la recta tangente es:y =
2e x—e™! 12. Laecuacion de larecta tangente es:y = —0.0221615x + 20.734 13. Laecuacion de la recta tangente es:y = 816x—1120
14. Laecuacion de larecta tangente es:y = 0.07115x+1 15. La ecuacion de la recta tangente es:y = 5.5452x—0.7726 16. El costo
aumenta con una rapidez de 22.2619 délares por unidad producida 17. El costo marginal es $501.89 18. El saldo aumenta con
una rapidez de 0.221872 ddlares por dia 19. El saldo aumentara con una rapidez de 1127.0904 dolares por afio  20. El precio dis-
minuye 1802 doélares por computadora 21. La demanda disminuye 71 llantas por mes 22. La poblacioén crece a una rapidez de
7.8183 millones de personas por afio  23. La poblacion crece a una rapidez de 0.580635 millones de personas por afio 24 La uti-
lidad marginal es de $306.75 25. La utilidad aumenta con una rapidez de $6,000,223.60 por tonelada de acero 26. La productivi-
dad marginal es de 10 unidades 27. La produccion marginal es de 2076 kg 28. El ingreso marginal es de $2500 29. El ingreso
aumenta a una razon de 85 ddlares por unidad vendida 30. El tumor crece a una rapidez de 2325.94 miligramos por mes

Conjunto de ejercicios 2.7 Lasinterpretaciones précticas no se ofrecen porque serfa contestar la pregunta que
se formula. 1. a) °C/min b) Negativo 2. a) °F/min b) Positivo 3. a) kg/miles de calorias b) Positivo 4. a)
Miligramos/meses b) Positivo 5. a) Miles de pesos/cientos de unidades vendidas b) Positivo 6. a) Miles de pesos/cientos
de docenas de huevos vendidas b) Positivo 7. a) Miles de pesos/cientos de garrafones vendidos b) Positivo 8. a) Miles de
pesos/toneladas de acero vendido b) Positivo 9. a) Dolares/reproductores fabricados b) Positivo 10. a) Millones de pe-
sos/toneladas de maiz producidas b) Positivo 11. P’'(12) = —2.00096 12. P'(4) = 1.99207 13. P'(5) = 257999 14. S'(3)
= 15061717 15. V'(2) = —43.68139 16. M'(30) = —8.8242 17. 1'(100) = 5000 18. P'(400) =3/V400 =0.15 19.a) I(p) =
—2p?+780p b) 1'(38) =628 20.a) U(x) = 538x—0.05x°—4000 b) U’'(400) = 498
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CAPITULO 3

Conjunto de ejercicios 3.1 1. Maximoenx =2, fcreceen (—»,2), fdecreceen (2,%) 2.Minimoenx = 2, fcrece
en (5/6,), fdecrece en (—,5/6) 3.Minimoenx = —15, fcrece en (—1.5,%), fdecrece en (—», —15) 4. Méximoenx = &, fcrece en
(—20,1/6), fdecreceen (1/6,0) 5.Maximoenx = —2 minimoenx = 3, fcrece en (-, —2) U (3,) fdecrece en (—2,3) 6. Maximo
enx = % minimoenx = 1, fcreceen (—,1/3) U (1,%), fdecreceen (1/3,1) 7. Minimoenx =0, maximoenx = % fcrece en (0, 1/3)
f decrece en (—x,0) U (1/3,©) 8. Maximo en x = 2, minimo x = 3, fcrece en (—»,2) U (3,»), fdecreceen (2,3) 9. Maximoenx =
—3.85, minimo en x = —0.649, fcrece en (—«, —3.85) U (—0.649, »), fdecrece en (—3.85, —0.649) 10. Maximo en x = —2, mini-
mo en x = 3, fcrece en (—o, —2) U (1/3,%), fdecrece en (—2,1/3) 11. Maximo en x = 0, minimo en x = 6.7 fcrece en (—, 0) U
(6.7,), fdecreceen (0,6.7) 12. Minimoenx = —1, maximoen x = 6, fcrece en (—1,6), fdecreceen (—», —1) U (6,) 13.No
hay maximos ni minimos, fcrece en (—o, +) 14. No hay maximos ni minimos, fcrece en (—«, +%) 15. No hay maximos ni mini-
mos, fdecrece en (=, +%) 16. No hay maximos ni minimos, fdecrece en (—«, +=) 17. No hay méximos ni minimos, fcrece en
(=90, +0) 18. No hay méximos ni minimos, fcrece en (—, +%) 19. No hay maximos ni minimos, f crece en (=, +%) 20. No
hay maximos ni minimos, fcrece en (—«, +) 21. No hay maximos ni minimos f crece en (—, +) 22. No hay maximos ni mini-
mos fcrece en (—o, +) 23. No hay maximos ni minimos, fcrece en (—o, +«) 24. No hay maximos ni minimos, fdecrece en (—cc,
+o) 25.Maximoenx = —1,x =1, minimoenx =0, fcreceen (=%, —1) U (0,1) fdecreceen (—1,0) U (1, +») 26.Maximoenx = 3,
minimo enx = 0,x = 4, fcrece en (0,3) U (4, +%) fdecrece en (—,0) U (3,4) 27.Méaximoenx =0, minimox = -V3,x=V3, f
creceen (—V/3,0) U (V/3, +o0), fdecreceen (—»,—V3) U (0,V3) 28 Maximoenx =0, minimoenx = —1/5,x = 3/2, fcrece en (—1/5,0)
U (3/2, +), fdecrece en (—», —1/5) U (0, 3/2) 29. Minimo x = 0, fcrece en (0, »), f decrece en (=, 0) 30. Maximo en x = 0,
fcreceen (—,0) fdecreceen (0,¢) 31. Maximoenx = —2.236, minimo en x = 2.236, fcrece en (—o, —2.236)(2.236, ), fdecrece
en (—2.236,2.236) 32.Maximoenx = —3 Minimoenx = 6, No es maximo ni minimo x = 0, fcrece en (—, —3/2) U (6,), fdecrece en
(—3/2,0) U (0,6) 33.No tiene maximos ni minimos fcrece en (—», +=) 34. Maximo en x = 0.63, fcrece en (—«,0.63), fdecrece

en (0.63,») 35. Maximo en x = 1, no es maximo ni minimo x = 0, fcrece en (—«, 1) fdecrece en (1, +%) 36. M&ximoenXx = %

fcreceen —w,% , fdecrece en (ﬂ 2) 37.Minimoenx = fcreceen 1_16 +oo |, fdecreceen|(0 L 38. Minimoen x = 4, fcreceen

1

3 16’ '16
(4, +), fdecreceen (—=,4) 39.Maximoenx = —1, minimoenx = 1, fcreceen (=, —1) U (1, +=), fdecreceen (—1,1) 40. No hay
maximos ni minimos, fcrece en (—,0) U (0, \3/4_) ) (\3/4_, +0)  41. No hay maximos ni minimos fcrece en (—»,0), fdecrece en (0, +x)
42. No hay maximos ni minimos, f crece en (—,0) U (0,\3/4_) V) (\3/4_, +o0)  43. Maximo en x = V5, minimo en x = —\/5, f crece en
(—\/5, V/5), f decrece en (—oo, —V5)U(V5B, +) 44. Méaximo en x = 0, fcrece en (=, 0), fdecrece en (0, +o¢) 45. No tiene maxi-
mos ni minimos, fdecreceen (—«, —1) U (—=1,1) U (1, +») 46. Maximoenx = 0, fcrece en (—», —2)u(—2,0), fdecreceen (0,2) U
(2, +) 47. Mé&ximo en x = —2.4142, minimo en x = 0.4142, fcrece en (—, —2.4142) U (0.4142, +x), f decrece en (—2.4142,0.4142)
48. Minimo x = 0, fcrece en (0, +), fdecreceen (—»,0) 49. Maximoenx = 2, fcrece en (—,2) fdecrece en (2, +») 50. Minimo
enx = V4, fcrece en (=»,0) U (\B/Z, =), fdecreceen (0, \B/Z) 51. Se deben producir y vender 28 unidades para obtener una maxima
utilidad de $372 52. Se deben producir y vender 70 unidades para obtener una maxima utilidad de $460 53. Se deben producir y
vender 13 unidades para obtener una méaxima utilidad de $189 54. Se deben producir y vender 37 unidades para obtener una méaxima
utilidad de $300 55.4a) El precio al que debe rentar es $1600 para tener ingreso maximo b) Ingreso maximo = $128,000 56. Se deben
producir 400 calculadoras para minimizar los costos de lacompafiia. 57. Se deben vender 5000 celulares para que la compafiia tenga una
utilidad méxima 58.a) Se deben vender 11,500 unidades para obtener un ingreso méximo b) Ingreso maximo = $1,938,750 59. a)
Se debe manejar a 90 km/hr para que el costo de transportacion sea minimo b) Costo minimo = $3900 60. Se deben vender
3000 maquinas por mes para maximizar las ganancias de laempresa 61. Se deben producir y vender 625 unidades para maximizar
la utilidad 62. Se pueden fabricar 12 tiendas de campafia con el minimo de material 63. Se deben vender 500 unidades para
obtener el maximo ingreso  64. El boleto debe venderse a $57.5 para maximizar su ingreso  65. Se deben emplear 16 trabajadores
para terminar la construccion en el menor tiempo posible 66.a) Se deben fabricar y vender 533 vestidos por semana para obtener el
maximo ingreso b) Precio de venta: $16.34 dolares c) Ingreso: $8709.22 délares 67.a) Se deben producir 525 unidades para
maximizar la utilidad b) Precio de venta: $51 c¢) Utilidad: $10,525 délares 68.a) Cuota mensual: $420 b) Laempresatendra
3360 suscriptores c¢) Ingreso: $1,411,200 69. a) Las medidas del rectangulo son: 320 pies y 400 pies para que el costo de
la cerca sea minimo b) Costo minimo: $3200 ddlares 70. Se deben cobrar $6750 pesos por cabafia para maximizar la utilidad
71. a) El boleto se debe vender a $45 para maximizar los ingresos b) Se venderan 45,000 entradas si el precio es de $45 72. a)
El costo anual del inventario se minimiza cuando se hace un pedido de 300 pelotas de béisbol b) El costo minimo de inventario es
de $27,000 73.a) | = 520x—20x*> b) El 13% de impuesto de importacién produce el maximo ingreso ¢) Ingreso maximo de
$3,380,000 pesos 74.a) Para maximizar las utilidades se deben de producir y vender 3000 calefactores b) Utilidad méaxima
de $2,148,000 75.a) Cada pastel se debe vender en $125 para alcanzar un ingreso maximo b) El ingreso maximo es de $31,250 76.
a) Para obtener un minimo costo se deben de fabricar 1800 articulos b) EIl costo minimo es de $743 77. Tiene que vender 1000
elotes a la semana para tener una utilidad méxima 78. Se deben almacenar 1200 unidades para que los costos sean minimos  79.a) El
precio de la colegiatura debe de ser de $4875 para obtener un ingreso médximo b) Para que el ingreso sea maximo deberan estar
inscritas 325 alumnas c¢) Ingreso maximo: $1,584,375 80. Si el software se demora 17.5 dias en salir al mercado se obtendra un in-
greso maximo
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Conjunto de ejercicios 3.2 1.Puntodeinflexiénenx = —4/3, fes céncava hacia arriba en (—4/3, +), fes con-
cava hacia abajo en (—o, —4/3) 2. Punto de inflexiénen x = 2, fesconcava haciaarribaen (2, +), fescéncava hacia abajo en (—, 2),

3. Punto de inflexion en x = 7/3, fes cdncava hacia arriba en (7/3, +«), fes céncava hacia abajo en (—«, 7/3) 4. Punto de inflexion
en x = 1/3, fescéncava hacia arriba en (1/3, +<), fescéncava hacia abajo en (—, 1/3) 5. Puntos de inflexionen x = —3,x = 1/2,
f es concava hacia arriba en (—o, —3) U (1/2, +), fesconcava hacia abajo en (—3,1/2) 6. Puntos de inflexibnen x = —9/2,x = 3, fes
coéncava hacia arriba en (—o, —9/2)U(3, +=), fesconcava hacia abajo en (—9/2,3) 7. Puntos de inflexibnenx = 1,x = -7, fescénca-
va hacia arriba en (=2, —=7) U (1, +), fes cdncava hacia abajo en (—7,1) 8. Puntos de inflexion en x = 1/3, x = —7/2, fes concava
hacia arriba en (—«, —7/2)U(1/3, +=), fes concava hacia abajo en (—7/2,1/3) 9. No tiene puntos de inflexién, fes concava hacia
arriba en (=, +%) 10. No tiene puntos de inflexién, fes céncava hacia arriba en (=, +«) 11. No tiene puntos de inflexién, f
es concava hacia abajo en (—o, +) 12. No tiene puntos de inflexion, fes céncava hacia abajo en (—«, +%) 13. No tiene puntos
de inflexion, fesconcava hacia arribaen (—«, +) 14. No tiene puntos de inflexion, fesconcava hacia arribaen (—«, +«) 15. No
tiene puntos de inflexion, fesconcava haciaabajo en (—«, +%) 16. No tiene puntos de inflexion, fesconcava hacia abajo en (—e, +©)
17. Puntos de inflexibnen x = 0,x = 2,x = —1, fesconcava hacia arribaen (—1,0) U (2, +=), fesconcava hacia abajo en (—«, —1)
w (0,2) 18.Puntos de inflexionenx = 0,x = 8,x = —3, fescéncava hacia arriba en (—3,0) U (8, +=), fescdncava hacia abajo en
(=, —3) U (0,8) 19. Puntos de inflexién en x = 0,x = V/5/2,x = —V/5/2, fes concava hacia arriba en (—V/5/2, 0) u V572, +oc),
f es concava hacia abajo en (foc, -V5/2)u (0\/%) 20. Puntos de inflexion en x = 0,x = —1,x = 3/2, f es concava hacia arriba
en (—1,0) U (3/2, +x), fescodncava hacia abajo en (—, —1) U (0,3/2) 21. Punto de inflexién en x = 2/3, fes concava hacia arriba en
(2/3, +=), fesconcava hacia abajo en (—,2/3) 22. Punto de inflexion en x = 2, fes céncava hacia arriba en (—«, 2), fesconcava
hacia abajo en (2, +«) 23. Punto de inflexion en x = 5, f es concava hacia arriba en (—, 5), f es concava hacia abajo en (5, +x)
24. Punto de inflexion en x = 5/4, fes concava hacia arriba en (—, 5/4), fes concava hacia abajo en (5/4, +«) 25. No tiene puntos
de inflexién, fescéncava hacia arriba en (—o, %) 26. Punto de inflexion en x = 0, fes concava hacia arriba en (0, +«), fes conca-
va hacia abajo en (—«,0) 27.Punto de inflexién en x = 0, fescéncava hacia arriba en (0, +=), fescéncava hacia abajo en (—, 0),
28. Punto de inflexion en x = 0, fes concava hacia arriba en (0,+«), fesconcava hacia abajo en (—=,0) 29. Punto de inflexion en
x = 0, fescdncava haciaarriba en (0, +«), fesconcava haciaabajoen (—=,0) 30.Punto de inflexionen x = 0, fescbncava hacia
arribaen (0, +=), fesconcava haciaabajo en (—,0) 31.Puntodeinflexionenx =0, fescodncava haciaarribaen (0, +=), fescon-
cava hacia abajo en (—=,0) 32.Punto de inflexion en x = 0, fesconcava hacia arriba en (0, +«), fesconcava hacia abajo en (—x, 0)
33. Puntos de inflexién en x = —0.58 y x = 0.58, fes concava hacia arriba en (—o, —0.58) U (0.58, + =), fesconcava hacia abajo en
(—0.58,0.58) 34. Puntos de inflexion en x = —2.89 y x = 2.89, f es concava hacia arriba en (—2.89, 2.89), f es concava hacia abajo
en (—o, —2.89) U (2.89, +) 35. No tiene puntos de inflexién, fes concava hacia arriba en (—o, —\V/3) U (V3,+%), fesconcava
hacia abajo en (—V/3,V3) 36. No tiene puntos de inflexion, fes céncava hacia arriba en (=, 0) U (0, +) 37. Punto de infle-
xion en x = 2, fescéncava hacia arriba en (—, 2), fescéncava hacia abajo en (2,«) 38. Punto de inflexién en x = —2, fes con-
cava hacia arriba en (—«, —2), f es céncava hacia abajo en (—2,») 39. Punto de inflexién en x = 0, f es concava hacia arriba en
(0, ), fescédncava haciaabajoen (—,0) 40.Punto de inflexién en x = —3, fes céncava hacia arribaen (—, —3), fesconcava hacia
abajo en (—3,) 41. No tiene puntos de inflexion, fes céncava hacia arriba en (—o, ) 42. Punto de inflexion en x = —5, fescén-
cava hacia arriba en (=5, «), f es cdncava hacia abajo en (—«, —5) 43. No tiene puntos de inflexion 44. Punto de inflexion en
X =0 45. Punto de inflexibn en x = 0 46. Punto de inflexion en x = 0  47. Puntos de inflexionen x = 0y x = 3  48. Puntos de
inflexionenx = —2,x =2,x = —1.309y x = 1.309 49. Puntos de inflexibnenx = —1,x = 1,x = 0 50. Puntos de inflexién en x =
—1.563yx = 1563 51. Punto de inflexion en x = 0.474 52. No tiene puntos de inflexion pero si hay cambio de concavidad 53.
a) 1900 - 1920, 1930 — 1940, 1950 — 1960, 1980 — 2000, concava hacia arriba b) 1920 — 1930, 1940 — 1950, 1960 — 1980, concava hacia
abajo c) 1920,1940,1960 d) 1930,1950,1980 54.a) 2003 —2004,concava haciaarriba b) 1998 — 2003, concava hacia abajo c)
No hay punto de nimero de usuarios decreciente d) 2003 55.a) La razén de cambio es creciente y la funcién es cdncava hacia
arriba b) Larazén de cambio es decreciente y la funcion es concava hacia abajo.
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Anexo

Esta seccion contiene algunas actividades que se recomienda utilizar durante el cur-
so para hacer la clase més activa y enriquecedora. Algunas de estas actividades in-
cluyen investigaciones con datos de la vida real en donde se utilizan los conceptos
aprendidos en clase para dar solucién a un problema o reflexionar sobre alguna
situacion de nuestra vida diaria.
Agui encontraras:
¢ Hojas de trabajo que pueden ser utilizadas como un reporte de lectura de un
tema previo o posterior a la clase, como una autoevaluacion de lo aprendido.
¢ Hojas de trabajo de practica que pueden ser utilizadas en el salon de cla-
ses para fomentar el trabajo en equipo.
e Investigaciones para descubrir algin concepto o para conocer aplicacio-
nes de la vida real de los conceptos vistos en el curso.
e Formulario de derivadas.
Estas actividades son s6lo una muestra de lo que el profesor puede utilizar como
apoyo en su curso. Es conveniente que cada profesor disefie sus propias activida-
des de manera que coincidan con situaciones de su comunidad; esto hara sus cla-
ses mas amenas y enriquecedoras.
235
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Anexo - 237

Comparto mis conocimientos Funcion
Nombre Matricula Grupo
Nombre Matricula
Nombre Matricula

Escribe un enunciado de la vida real en donde se relacionen dos variables o cantida-
des.

1. Enunciado:

2. Del enunciado que escribiste, identifica y define las siguientes variables:

Variable independiente:

Variable dependiente:

3. Larelacion entre las variables, ¢es una funcion? . Justifica tu respuesta.

4. ;Cémo se denota la funcion?

5. ¢Qué valores puede tomar la variable independiente?

A este conjunto de valores se le llama:

6. ¢Qué valores tomaria la variable dependiente?

A este conjunto de valores se le llama:
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Una aplicacion de las funciones lineales Investigacion 1

Nombre Matricula Grupo

En la ciudad de Monterrey, Nuevo Ledn, circula un periddico llamado EI Norte. En la
seccion de avisos de ocasion puedes colocar un anuncio para vender bienes (auto, casa
o terreno), ofrecer servicios o empleos, etcétera. El costo de publicar un anuncio esta
en funcion del nimero de palabras que contiene.

Al acceder a la direccion electrénica www.elnorte.com, en octubre de 2004 apare-
cio la siguiente pantalla:

Avisos de Ocasionz=y ey

Ll S S L elnﬂrtErur. 8150
Ordenar avisos £ Ve

Para colocar un aviso de ocasion en el periodico EI Norte en sus versiones
impresa y electronica escoja una de las siguientes clasificaciones.

TARIFAS

Lunes a sabado Incluyendo domingo
Palabras 3 dias 5 dias 7 dias 3 dias 5 dias 7 dias
5 95.00 124.00 153.00 98.50 127.50 156.50
7 112.40 153.00 193.60 117.30 157.90 198.50
9 129.80 182.00 234.20 136.10 188.30 240.50
11 147.20 211.00 274.80 154.90 218.70 282.50
13 164.60 240.00 315.40 173.70 249.10 324.50
15 182.00 269.00 356.00 192.50 279.50 366.50
17 199.40 298.00 396.60 211.30 309.90 408.50
19 216.80 327.00 437.20 230.10 340.30 450.50

Todos los precios incluyen IVA.
NOTA  Observa que el precio varia de acuerdo con el nimero de palabras que se utilizan.

I. Toma la informacion de la tabla de lunes a sabado por espacio de 3 dias, y contes-
ta lo siguiente:
1. ¢Cuénto aumenta el precio a medida que aumentan las palabras?

2. Elaumento en el precio, ¢es constante?

3. ¢Cuénto es el incremento por palabra?

4. Los datos de la tabla, ¢corresponden a una funcion lineal? Justifica tu respuesta.
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I1. Investiga si sucede lo mismo en un periddico de tu localidad. Con los datos inves-
tigados, completa la siguiente tabla y observa la variacion del precio P con respec-
to al nimero de palabras n que se publican.

NUm. de palabras n

Precioen $ P

. ¢Cuanto aumenta el precio a medida que aumentan las palabras?

. Elaumento en el precio, ¢es constante?

. ¢Cuanto es el incremento por palabra?

A~ W N e

. Los datos de la tabla, ¢se ajustan a una funcién lineal? Justifica tu respuesta.

5. Si la funcion es lineal, escribe una ecuacion para el precio P como una funcion

del nimero de palabras publicadas n.

P(n) =

6. Traza la grafica de P contran.

kPrecico

200

150

100

50

Num. palabras
00 2 4 6 8 10 12 14 16

>

NOTA  Silos datos que recabaste no corresponden a un modelo lineal, utiliza la tabla que se
te dio en la parte I, para completar los puntos 5y 6.
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Aprendo con lo que sé Proporcionalidad y funciones de potencia

Nombre Matricula Grupo

! I. Utiliza tu calculadora con graficador, o algiin software, para trazar la gréfica de las
funciones potencia dadas y contesta lo que se te pide.

1. y=x* y=x° y = 3x° y = 4x7
L > >

¢Reconoces algun patrén de comportamiento?

¢Cual?

2. y=x"1 y=x"72 y =4x73 y=3x"*
L > >

¢Reconoces algun patrén de comportamiento?

¢Cual?

3.y= Xl/Z y = X1/3 y = X3/2

-

¢Reconoces algun patrén de comportamiento?

¢Cual?

4. Establece la forma general de una funcion potencia, a partir de las ecuaciones co-
rrespondientes a las funciones propuestas en los puntos anteriores.

y:
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I1. Investiga las siguientes leyes de potencias y radicales y completa los espacios en

blanco.
a0 = al/?2 =
a—l — a1/n _
a "= am/n — —
aman — _m —
= -
(am)n —
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¢ Qué aprendi? Funcién potencia
Nombre Matricula Grupo
Nombre Matricula
Nombre Matricula

I. Determina si las siguientes son funciones potencia; para aquellas que si lo sean,
completa la informacion de la siguiente tabla.

Escribe la ¢Es una funcién | ;Cual es el ¢Cual es el
funcién funcién en la | potencia? valor de n? valor de k?
formay = kx"
si es posible
y=3"
_ _T5X
2V/X
y = —4(0.1)"
y =5x*—3
y = 9Vx
2x/3
y=77

Relaciona cada gréafica con las ecuaciones dadas y escribe sobre la linea la letra de la
grafica que le corresponde. (Las gréaficas no estan a escala).

y— %Xfl y= %X—z y = 0.7x
y=3Vx __ y=15¢__  y=vX
a) / b) V ©)
/ I

d) e) f)
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¢ Qué aprendi? Funciones exponenciales

Nombre Matricula Grupo

1. ¢(Cuando se presenta un crecimiento exponencial?

2. ¢Cuando se presenta un decaimiento exponencial?

3. ¢Qué entiendes por factor de cambio?

4. ¢Cudl es la forma general de una funcién exponencial con base a?

5. Escribe cudl es la concavidad de cada una de las siguientes gréficas.

y

A
RN

X

d) > X

K \V’X

6. ¢A qué se le llama tiempo de duplicacion?

7. (A qué se le llama vida media?
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Comparto mis conocimientos ¢Funcion lineal o exponencial?
Nombre Matricula Grupo
Nombre Matricula
Nombre Matricula

Una sustancia radiactiva se desintegra de tal manera que la cantidad de masa que per-
manece después de t horas aparece en la siguiente tabla:

t (horas) | O 1 2 3 4
Q(mg) |972 | 324 | 108 36 | 12

1. Los datos contenidos en la tabla, ¢corresponden a una funcién lineal?

¢Por qué?
2. ¢Los datos representan una funcién exponencial?
¢Por qué?

3. Encuentra una férmula para predecir la cantidad de masa remanente en cualquier
instante.

4. ¢Qué cantidad de masa estara presente después de 12 horas?
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¢Funcion lineal o exponencial? Investigacion 2

iA TRABAJARI

Nombre Matricula Grupo

Esta actividad consta de 3 etapas
La primera de ellas consiste en una investigacion bibliogréafica acerca de las UDIS. Es-
ta primera etapa es muy importante, pues te permitira resolver esta actividad.

En la segunda etapa aplicaras los conocimientos adquiridos para reconocer y
plantear el modelo matematico que representa a las UDIS. Después contestaras algu-
nas preguntas acerca de una situacion planteada.

La tercera etapa consiste en una reflexién de lo aprendido sobre el tema.

Etapa I. Investigacion bibliogréafica

Investiga qué son las UDIS, para qué se utilizan, para qué se crearon, con base en qué
factores cambian su valor y las ventajas y desventajas de manejar una deuda en estas
unidades. Deberas entregar un resumen de lo investigado, indicando las fuentes con-
sultadas.

Etapa Il. Aplica tus conocimientos
Investiga en los diarios, en alguna institucion bancaria o en Internet el valor de las
UDIS durante 6 o 7 dias consecutivos, deben ser datos actuales.

1. Escribe en la siguiente tabla el valor de las UDIS en funcion del dia.

Fecha t V valor de las UDIS
(dias) (en pesos)
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2. Tomando los datos de la tabla anterior (con todos los decimales de las UDIS) con-
testa lo indicado en la siguiente tabla.

t ¢ Cudl es la cambio promedio en el | ;Cudl es el factor de cambio para el
(dias) | valor de las UDIS en el intervalo valor de las UDIS en el intervalo
indicado? indicado?

1-2

2-3

45

5-6

6-7

Analiza los resultados obtenidos en la tabla anterior y contesta la siguiente pregunta:
¢A qué tipo de funcidn se ajusta mas la funcion del valor de las UDIS? Justifica
tu respuesta.

3. Escribe la formula para el valor V de las UDIS como funcién del tiempo t

V(D) =

4. Grafica la funciéon encontrada.

A Valor de las UDIS
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5. ¢A qué fecha corresponde el primer valor de las UDIS?

¢Cuantos dias faltan para que termine el afio?

¢ Qué valor de t corresponde al ultimo dia del afio?

Utiliza la formula obtenida en el punto 3 para calcular el valor de las UDIS para
el ultimo dia del afio.

El Gltimo dia del afio, el valor de las UDIS sera:

Analiza la siguiente situacion y contesta lo que se pregunta:

José tiene una deuda hipotecaria, manejada en pesos, con un banco y desea cambiar-
laa UDIS. Supén que el valor de las UDIS, en ese momento, corresponde al valor ini-
cial de la tabla del punto 1 (datos investigados). Si mensualmente José estard pagando
650 UDIS.

¢Cuadl va a ser su pago (en pesos) al inicio?

Normalmente un crédito hipotecario tiene un plazo de 20 o 30 afios; si el plazo
que eligio José para pagar su deuda fue de 20 afios y durante ese tiempo el valor de las
UDIS se comporté de acuerdo a la formula obtenida en el punto 3:

¢ Cudl va a ser su pago (en pesos) al final del plazo?

Etapa 1. Reflexion
Tomando como base el resumen de tu investigacion, la actividad realizada y los con-
ceptos vistos hasta el momento, reflexiona sobre lo siguiente:

¢Conviene tener una deuda en UDIS o es mejor manejarla en pesos?

¢ Crees que reestructurar una deuda hipotecaria en UDIS resulte benéfico para el
deudor?

Tu respuesta debe ir acompafiada de una opinion personal sustentada en los re-
sultados de tu investigacion, la actividad y lo que aprendiste en clase. Tu aportacién no
debera exceder de 10 renglones.
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Anexo A - 253

Crecimiento y decrecimiento exponencial

Nombre Matricula Grupo

1. En el campo de las ciencias, la base que se utiliza con mayor frecuencia en una fun-
cion exponencial es el namero e. ¢ Cual es el valor de este nimero?

2. ¢Cbmo se expresa la funcion exponencial y = b - a* con base e?

3. ¢Qué representa la letra r en la funcion exponencial de base e?

4. ¢Cuando una funcién de base e representa crecimiento?

5. ¢Cuando una funcién exponencial con base e representa decaimiento?

6. Contesta si es verdadera o falsa la siguiente afirmacién, justifica tu respuesta.
Si se tiene que la poblacion de cierta ciudad crece a razén continua del 2.6%0, entonces

r =1+ 0.026 y la ecuacion de la poblacion estara dada por P = be'°%!
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Funcion inversa

Nombre Matricula Grupo

¢Cuanto se vende al afio?
La siguiente tabla muestra las ventas V(en millones de dolares) del mercado global para
los cultivos genéticamente modificados

t (afios) V (millones de délares)
1995 75
1996 235
1997 670
1998 1600
2000 2100
2001 3000

Con esta informacion, responde lo siguiente:

¢ COmo se denota esta funcién, en términos de las variables V y t?

Describe la informacion que este modelo proporciona.

¢Cual es el dominio de la funcion?

¢Cudl es el rango de la funcion?

Encuentra f (2000) = ¢ Qué significa este nimero en términos practicos?

Ahora, leamos la tabla de derecha a izquierda.

6.
7.
8.

¢En qué afio las ventas llegaron a 670 millones de délares?

¢En qué afio las ventas llegaron a 2100 millones de d6lares?

Al leer la informacion de derecha a izquierda, es decir, de las ventas a los afios, la
relacién entre los datos, ¢sigue representando una funcién?

¢Por qué?

¢ Qué nombre recibe esta nueva funcion?

www.FreeLibros.me



www.FreeLibros.me



Anexo A - 257

Comparto mis conocimientos Funcion inversa
Nombre Matricula Grupo
Nombre Matricula
Nombre Matricula

I. Contesta lo que se te pide en cada uno de los siguientes enunciados.

1. Desde lo alto de un edificio se lanza un objeto hacia arriba. La distancia recorrida
por el objeto esta en funcion del tiempo transcurrido desde que fue lanzado hasta
que lleg6 al suelo.

a) ldentifica y define las variables:

Variable independiente:

Variable dependiente:

b) Esta funcién se denota como:

¢) ¢Lafuncion es invertible?

Justifica tu respuesta.

2. La calificacién obtenida en un examen parcial esta en funciéon del alumno.
a) ldentifica y define las variables:

Variable independiente;

Variable dependiente:

b) Estafuncion se denota como:
¢) ¢Lafuncion es invertible?

Justifica tu respuesta.
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¢ Qué aprendi? Logaritmos naturales

Nombre Matricula Grupo

I. Contesta las siguientes preguntas:

1. ¢Como se define la funcién logaritmo de x base 10, (y = log;ox)?

2. ¢Como se define la funcién logaritmo natural de x, (y = In x)?

3. ¢Cuando se utilizan los logaritmos naturales?

4. Dibuja la grafica de la funcion logaritmo natural de x.

A

I1. Escribe sobre la linea la letra que complete correctamente la igualdad dada:

1. Inx2+Iny’ =
a) In(x® + y®) b) Inx2Iny?® ) In(x2y®)

2. In4p® —In2g® =

6 6
a) :rr‘]—%g b) In (%03—) ¢) In(4p® — 2q°)
3.3lnz=
a) In®z b) (Inz)® c) In(z®
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¢ Qué aprendi? Interés compuesto

Nombre Matricula Grupo

Cuando se tiene dinero, éste puede invertirse para ganar intereses. Dichos intereses pue-
den pagarse de muchas formas; por ejemplo, una vez al afio o varias veces al afio.

1. Cuando el interés se paga mas de una vez al afio y los intereses no se retiran,
hay un beneficio mayor para el inversionista. ¢ Por qué? Justifica tu respuesta.

A este efecto se le llama

2. ¢Qué significa que una cuenta bancaria gane una tasa de interés de 8%, compues-
to anual, trimestral y mensualmente?

Anual:

Trimestral:

Mensual:
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Transformando funciones Investigacion 3 Parte A

Nombre Matricula Grupo

Utiliza algun software graficador para determinar los efectos geométricos de las gra-
ficas de las funciones dadas y completa los espacios en blanco.

Describe y explica

Funciones basicas Nuevas funciones lo observado
3|y
2
, 1
y="f(x) =x y=g(x) =x+1 - 00 —
3 !
R °
1
0 N 31
3 -7 — }0 43 2
5 1
2 0
y=9g(x) =x"—-2 =3 2 -1_|o ] T3
31
2
y=1f(x)=x2 :
y=h(x) = (x+ 1)’ —— 00 —
3V !
\ o/ ’
1
0 X 31y
—5 —1 — }0 3 2
" 1
2 0
y=h(x)=x-2° === 7 T3

CONCLUSIONES si cesunaconstante positiva, y y = f(x) es una funcion cuya gréfica se conoce, enton-
ces la grafica de la funcion:

y = f(x) — ¢ se desplaza a unidades hacia

y = f(x) + ¢ se desplaza a unidades hacia

y = f(x + c) se desplaza a unidades hacia

y = f(x — c) se desplaza a unidades hacia
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Transformando funciones Investigacion 3 Parte B

Nombre Matricula Grupo

Utiliza algun software graficador para determinar los efectos geométricos de las gra-
ficas de las funciones dadas y completa los espacios en blanco.

Describe y explica

Funciones bésicas Nuevas funciones
lo observado
g(x) = %(X2 - 4) Compara la gréafica de la
funcion bésica con la de
y la nueva funcion. Observa
8 lo que ocurre con la altura
. de la nueva funcion en el
- punto en donde x = 0.
4 ¢ Se alarga o se encoge
verticalmente?
h(x) = (< - 4) :
0 X
y -4 - -2 - 0 3 4
\ 6 / 2
4 4
N/ L
\ 0 x L.
y — _5\ =10 b3 & 8 Compara la gréfica de la
\ 2 / funcidn bésica con la de
N % ) = 20¢ — 4) la nueva funcion. Observa
9 lo que ocurre con la

altura de la nueva funcion
en el punto x = 0.

¢Se alarga a o se encoge
verticalmente?

[«)}

e’

[}

IS

=~

CONCLUSIONES completa cada enunciado con la palabra correcta (alarga o encoge):
Si ¢ es una constante y y = f(x) una funcién cuya grafica se conoce, entonces:

Si ¢ > 1, lagraficade lafunciény = cf(x) se verticalmente.

Si 0 < ¢ < 1, entonces la grafica de la funciony = cf(x) se verticalmente.
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Anexo A - 267

Investigacion 3 Parte C

Nombre

Matricula

Grupo

Utiliza algun software graficador para determinar los efectos geométricos de las gra-
ficas de las funciones dadas y completa los espacios en blanco.

Funciones basicas

Nuevas funciones

Describe y explica
lo observado

h(x) =x*—4

[}

909 = ((2x)* = 4)

Compara la gréfica de la
funcion bésica con la de
la nueva funcioén.
Describe lo que ocurre en
los valores donde las
gréficas cortan al eje x.

IS

=)}

oo

o= (4

@

[}

~

'S

co

Compara la gréfica de la
funcion bésica con la de
la nueva funcion.
Describe lo que ocurre en
los valores donde las
graficas cortan al eje x.

CONCLUSIONES completa cada enunciado con la palabra correcta (alarga o encoge):
Si ¢, es una constante y y = f(x) una funcién cuya gréafica se conoce, entonces:

Sic > 1, lagréafica de la funciény = f(cx) se

Si 0 < c < 1, entonces la gréafica de la funcion y = f(cx) se
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Transformando funciones Investigacion 3 Parte D

Nombre Matricula Grupo

Utiliza algun software graficador para determinar los efectos geométricos de las gra-
ficas de las funciones dadas y completa los espacios en blanco.

. - . Describe y explica
Funciones basicas Nuevas funciones 10 observado
y
2
1
_ _ X 0 x
y=heo=e y=g=—¢ 32 T [0
i
/// y
— 0 X o)
-3 -2 -~ 0 3
1 1
0 x
y=90)=¢e" -3 -2 =1 o
y
2
1
h(x) = VX 0 al
) 60) = VX e R
. 1
1 //
0/ X Y
-3 -2 -1 0 3 2
1 1
foY 0 X
g(x) = V—x -3 -2 - 0

CONCLUSIONES silagraficadey = f(x) es conocida, entonces la gréfica de la funcion

y = —f(X) se invierte (vertical u horizontalmente)

y = f(—x) se invierte (vertical u horizontalmente)
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Aprendo al graficar Investigacion 4

Nombre Matricula Grupo

Utiliza algun software graficador para obtener la gréafica de las siguientes funciones y
establece un patrén de comportamiento general para cada grupo de funciones.

NOTA Al nimero que acompariia la potencia més alta se le llama coeficiente principal.

Grupo |
f(x) =3 +x—2 fx)=x*—-x—-1 ¢Cuél es el grado de
estas dos funciones?
¢ Qué signo tienen sus
coeficientes principales?
f(x) = -5x*+5 f(x) = —x® — 4x ¢Cuél es el grado de

estas dos funciones?

¢ Qué signo tienen sus
coeficientes principales?

Describe la relacion que observas entre las gréficas de las funciones anteriores y el sig-
no del coeficiente principal.

Grupo Il
f)=x*+2-x+5 [f)=x—x+2 ¢Cuél es el grado de
estas dos funciones?
¢ Qué signo tienen sus
coeficientes principales?
f)=-23+x2+1 f(x) = —x3 + 5x% + 3x ¢ Cuél es el grado de

estas dos funciones?

¢ Qué signo tienen sus
coeficientes principales?

Describe la relacion que observas entre las gréaficas de las funciones anteriores y el sig-
no del coeficiente principal.
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Grupo 11

fx)=x*—23+x-1 f(x) = 2x* — 3x® — x> + 3| ¢Cuél es el grado de
estas dos funciones?
¢ Qué signo tienen sus
coeficientes principales?

f)=—2x"+4C+3x%—6x—3 |[f(x)=—x*+23 -1 ¢Cudl es el grado de

estas dos funciones?

¢ QUE signo tienen sus
coeficientes principales?

Describe la relacion que observas entre las graficas de las funciones anteriores y el sig-
no del coeficiente principal.

Grupo IV

fO) =x° =43 —x% + 2x + 3| f(X) = x° — 3x* — 4x? ¢Cuél es el grado de
estas dos funciones?
¢ QUE signo tienen sus
coeficientes principales?

f(x) = —x>+ 2x3 —x f(x) = —=x® — 2x*+ x3— 2x?| ¢Cual es el grado de

estas dos funciones?

¢ Qué signo tienen sus
coeficientes principales?

Describe la relacion que observas entre las gréficas de las funciones anteriores y el sig-
no del coeficiente principal.
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CONCLUSIONES Dibuja la forma general que tienen las funciones anteriores de acuerdo con su grado
y con el signo del coeficiente principal.

Grado

Gréfica de la funcion
polinomial con
coeficiente principal
positivo

(+)

Gréfica de la funcion
polinomial con
coeficiente principal
negativo

()
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¢ Qué aprendi?

Anexo A - 275

Funcién polinomial

Nombre Matricula Grupo

Contesta las siguientes preguntas.

1. ¢(Cual es la ecuacién general de un polinomio de grado n?

2. ¢Cbmo se determina el grado de un polinomio?

3. ¢A que se le llama coeficiente principal de una funcién polinomial?

4. Escribe el grado y el coeficiente principal de las siguientes funciones.

a) h) =92 —6t* + 2t — 1  Grado Coeficiente principal
b) f(q) =1+ 5¢® — 39’ Grado Coeficiente principal

5. ¢Qué relacion hay entre el grado y el nimero de vueltas (crestas)?

6. Dibuja la gréafica de una funcién polinomial de acuerdo con la multiplicidad de sus
raices.

Multiplicidad de las raices reales Efecto geométrico

Una raiz sencilla

Una raiz doble

Una raiz triple

7. ¢Cual es el nUmero minimo de raices reales que tienen las siguientes funciones?

A \/\vx

b) c)
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8. Indica el grado de las funciones polinomiales anteriores.

a) b) c)

Basandote en la siguiente gréafica, contesta lo que se te pide.
y

(=}

-1 o 1 2 3\/4

¢Cudl es el grado de esta funcién polinomial?

¢ Cuantos ceros tiene la funcion?

¢Cuantas vueltas (o crestas) tiene la funcion?

¢Cuales son sus raices?

¢ Cuales son sus factores?

© o~ w P

Escribe una posible formula para la grafica
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Aprendo con lo que sé Investigacion 5

Nombre Matricula Grupo

Utiliza la definicion de derivada dada a continuacion:

w con h = 0.0001
0

f'(a) = lim
() h—

Para calcular la derivada de la funcion dada en el punto indicado. Como sugerencia,
completa la columna “Patron”, hasta que obtengas los datos que se te piden en las 3
columnas anteriores; posteriormente, observa el patron que se repite con los valores
obtenidos y utilizalo para encontrar una formula para la derivada de la funciéon en
cualquier valor de x.

1. f(x) = x?
En el Planteamiento de Valor Valor Patron
punto la derivada aproximado redondeado
a enteros
x=1 f'(Q) =
X=2 f'(2) =
x=3 f'(3) =
En general, la férmula para la derivada de x? es: f'(x) =
2. f(X) =Inx
Enel Planteamiento de Valor Valor Valor (con | Patron
punto la derivada aproximado | redondeado | fracciones
X=2 f'(2) =
x=3 f'(3) =
x=14 f'(4) =

En general, la formula para la derivada de In x es: f'(x) =
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3. f(x) =¢*
Enel Planteamiento de Valor Valor redondeado
punto la derivada aproximado a 3 decimales
x=1 | f'(}) =
x=2 | f'(2)=
x=3 | f'(3) =

Antes de encontrar la formula de la derivada, completa la siguiente tabla de valores
(utiliza tu calculadora).

Evaluacién de la | Valor redondeado
funcion a 3 decimales
f(1)=¢e'=
f(2) =¢*=
f(3) =¢=

Compara las columnas que contienen los valores redondeados de las dos tablas ante-
riores, y describe lo que observas.

En general, la formula para la derivada de €* es: f'(x) =
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Foérmulas y propiedades de la derivada

Nombre Matricula Grupo

En tu libro de texto, investiga las siguientes propiedades de una derivada.
1. SiH(X) =cf(x), entonces H'(x) =

2. SiH(X) = f(x) + g(x), entonces H’(x) =

3. SiH(X) = f(x)+g(x), entonces H’(x) =

4. SiH(x) =m, entonces H'(x) =
9(x)

. Escribe las formulas de derivacién correspondientes a cada inciso, utilizando el ma-

terial visto en clase, la investigacién nim. 5y tu libro de texto.

1. Sif(x) =c, entonces f'(x)=

. Sif(x) =x", entonces f'(x) =

. Sif(x) =a* entonces f’'(x)=

2
3. Sif(x) =¢*, entonces f'(x)=
4
5

. Sif(x) =Inx, entonces f'(x) =
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Comparto mis conocimientos Derivadas
Nombre Matricula Grupo
Nombre Matricula Grupo

Utiliza las propiedades y formulas de derivacion para encontrar la derivada de las si-
guientes funciones. Describe paso a paso el procedimiento utilizado y justificalo.

Funcién Derivada
1L f(x)=1In2
1
) =
2. 92 =z + 57

3 h(x)=72+x"+ 7

4, Hi) =8t° + 7 — V2 2 + ¢

5w? +w® — 1
S f(W):W

6. P(t) = P,(1.05)"

7. h(p) = 10°Inp
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Aprendo con lo que sé Regla de la cadena para potencias

Nombre Matricula Grupo

Utiliza la siguiente guia didactica para encontrar la derivada de la funciény = [g(>x)]™

1. Realiza lo que se te indica en los siguientes incisos para encontrar la derivada de
la funciony = [g(x)]%

a) Escribe la funcion dada como un producto de funciones. y =

b) Utiliza la regla de la derivada de un producto para obtener la derivada de la
funcién propuestaen el incisoa). y’ =

¢) Escribe de forma simplificada la derivada que obtuviste en el inciso b).

y' =

2. Realiza lo que se te indica en los siguientes incisos para encontrar la derivada de la
funciony = [g(x)]>.

a) ¢Es valido escribir la funcion dada como 'y = g(x)[g(x)]*?

b) Utiliza la regla de la derivada de un producto y la respuesta del inciso 1c), para
obtener la derivada de la funcién propuesta en el inciso 2a).

y' =

c) Escribe de forma simplificada la derivada que obtuviste en el inciso b).

y' =

3. Realiza lo que se te indica en los siguientes incisos para encontrar la derivada de la
funciony = [g(x)]*.

a) ¢Es valido escribir la funcion dada como 'y = g(x)[g(x)]*?

b) Utiliza la regla de la derivada de un producto y la respuesta del inciso 2c), para
obtener la derivada de la funcién propuesta en el inciso 3a).

y' =

¢) Escribe de forma simplificada la derivada que obtuviste en el inciso b).

!

y:

4. Completa la siguiente tabla, con los resultados obtenidos en los incisos 1c, 2c y 3c.

Funcion Derivada
y = [9()T? y' =
y = [g()P° y' =
y = [9()1* y' =
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5. De acuerdo con el patron de comportamiento de las derivadas anteriores, ¢ cual se-
ria la derivada para la funciony = [g(X)]*? vy’ =

6. Generaliza los resultados anteriores para establecer una férmula para derivar fun-
ciones compuestas elevadas a una potencia.

Siy = [g(X)]",entonces, y' =
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Comparto mis conocimientos Derivadas de funciones compuestas

Nombre

Nombre

Grupo

Encuentra la derivada de las siguientes funciones compuestas, utilizando la regla de la

cadena.

Funcién

Derivada

Ly = V(&7

2. f(X) = (x> + 5)%(3x® — 8)

3. f(x) = 704~

4. f(x) = (23.1) %

5. f(x) = e

t2

SO

7. f(x) = In(e™>* + x)

8. f(x) =5 In(x*?)
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Comparto mis conocimientos Ecuacion de la recta tangente
Nombre Matricula Grupo
Nombre Matricula

Determina la ecuacion de la recta tangente a la gréafica de la funcion dada, en el pun-

to indicado.

p— X —
1.f(x)—X71 enx =2
2. f(X) =In(x + 1) enx =0
3. f(x) = 3¢° en p(0, 3)
4. £(x) = V(X% — 8)? en p(3, 1)
5 f(x) = e =0
. (x)—ex+1 enx =
6. f(X) = x = Inx? en p(1,0)
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Reflexiono y decido

Anexo A - 289

La derivada y sus propiedades

Nombre Matricula Grupo

Reflexiona acerca de las propiedades y férmulas para derivar funciones y comple-
ta los espacios en blanco.

1

1

Si k es una constante y n es un entero, entonces la derivada de y = k" es

y' =

. Sif'(4) = 6yg’(4) = 3,determina la pendiente de la recta tangente a la grafica

de lacurvay = 2f(x) — 5g(x),enx =4

Siy = f(x) es una funcion polinomial de grado 2, entonces f”(x) =

La derivada de la funcion h(x) = x f(x) es

2
. + . . ,
Si,f(x) = X2 = L Jla razén de cambio instantanea de f'(x) en x = 0 es

. Determina si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.

Una ecuacion de la recta tangente a la grafica de la curva f (x) = —x2 + 5x + 1 es

fx)=—-2x+5

La derivada de una suma es igual a la suma de las derivadas

Sif'(x) = g'(x), entonces f(x) = g(X)

Si f(x) = k¥?x*, donde k es una constante positiva, entonces f'(x) = 4k*?x® +
x*(1/2)k1?
f(x)

SiH(x) = 9K’ entonces la derivada de H(x) se obtiene dividiendo la derivada

de f(x) entre la derivada de g(x)
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¢ Qué aprendi?

Anexo A - 291

Maximos y minimos

Nombre Matricula Grupo

Contesta las siguientes preguntas:
1. ¢En qué casos se dice que una funcion tiene un valor:

a) Minimo local en un nimero x = a?

b) Maximo local en un nimero x = a?

2. ¢Cuadles son las condiciones para que un nUmero x = a sea un numero critico de
una funcién f?

a)
b)

3. ¢Como determinas cuales puntos criticos son minimos locales o maximos locales?

4. ;En qué consiste el criterio de la primera derivada para maximos y minimos
locales?

a)
b)

5. ¢Una funcién siempre tendra un valor maximo o minimo local en un punto critico?
Justifica tu respuesta.
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¢ Qué aprendi? Concavidad y puntos de inflexion

Nombre Matricula Grupo

Contesta las siguientes preguntas:
1. ¢En qué casos se dice que una funcién f tiene un punto de inflexion?
a)
b)
2. ¢Como se localizan los puntos de inflexion?
a)
b)

3. ¢La gréafica de la funcién f siempre tendra un punto de inflexion en donde se
cumplen las condiciones f” = 0 o f” no existe? Justifica tu respuesta. ApGyate con
graficas.

REFLEXION  ;Qué informacién proporciona cada uno de los siguientes puntos con respecto a la
grafica de la funcion?

1. Punto critico

2. Punto de inflexién
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iRecorta el siguiente formulario y tenlo siempre a la mano cuando practiques!

FORMULARIO DE DERIVADAS

FORMULAS PARA DERIVAR FUNCIONES BASICAS

B1. Sif(x) = C, entonces f'(x) = 0, donde C es una constante.

B2. Si f(x) = x", entonces f'(x) = n = x"" 1, donde n es una constante.
B3. Sif(x) = x,entonces f'(x) = 1
B4. Sif(x) = Inx, entonces f'(x) = %
B5. Sif(x) = e* entonces f'(x) = e*

B6. Sif(x) = a* entonces f’(x) = a* - Ina, donde a es constante positiva diferente
de 1.

FORMULAS PARA DERIVAR FUNCIONES QUE CONTIENEN
OPERACIONES DE SUMA, RESTA, MULTIPLICACION Y DIVISION

P1. Siy=C - f(x),entoncesy’ = C - f'(x) donde C es una constante.
P2. Siy = f(x) =g(x),entoncesy’ = f'(x) £g'(X)
P3. Siy = f(x) = g(x), entoncesy’ = f(x) = g'(x) +g(x) = f'(x)

) 909 =100~ - 9'(x)
P4. Siy = W entoncesy’ = [OF

FORMULAS PARA DERIVAR FUNCIONES COMPUESTAS: Sea f(x) una funcién derivable
de x.

Cl1. Siy = [f(X)]", entoncesy’ = n = [f(x)]""* - f'(x), donde n es un nimero real.
C2. Siy = In[f(x)], entonces y’ = f(l—x) - £/(x)

C3. Siy =e "™ entoncesy’ =ef® - f'(x)

C4. Siy = a'™®, entonces y’ = a'™® - Ina - f'(x), donde a es constante positiva
diferente de 1.
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